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Einige  Beobachtungen  und  Bemerkungen  über  Per- 

sonaldißerenz. 


Von 

Herrn  Docfor  Julius  Hart  mann, 

Lehrer  um  Grinnagium  zu  Hinteln. 


Wenn  zwei  Beobachter  plötzliche  Phänomene  —  z.  B.  Licht- 
Mitze  (Pulver- oder  Heliotrop-Signale)  oder  Sterndun  hgange  u.  dgl.  — 
an  einer  und  derselben  Secundenuhr  und  überhaupt  unter  sonst 
gleichen  Umständen  beobachten,  so  zeigt  »ich  bei  Vergleichbug 
Her  Zeitangabe,  zu  welcher  Jeder  das  Phänomen  gesehen  haben 
«rill,  eine  Verschiedenheit,  die  von  der  Individualität  des  Be- 
obachter* abhängt  und  die  man  Personaldifferenz  zu  nennen 
vorgeschlagen.  Sie  kann,  natürlich  abgesehen  von  zufälligen  grös- 
seren Irrfbümern,  für  einzelne  Beobachtungen  mehr  als  eine  halbe 
^ecunde  betragen ,  im  Mittel  aus  einer  Reihe  Beobachtungen  aber 
leicht  bis  zu  mehreren  Zehntelsecunden  »ich  belaufen. 

Fragt  man  nach  den  möglichen  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
»«bieten  sich  zunächst  im  Allgemeinen  folgende  dar: 

\)  Unsicherheit  der  Beobachtungen.    Die  plötzlichen  Phä- 
nomene uberraschen  den  Beobachter,  auch  wenn  er  sie  mit  Auf* 
jnerfaamkeit  erwartet,  immer  mehr  oder  weniger.    Die  freie  Ein- 
tbei/ung  der  Secunde  in  kleinere  Zeitintervalle  und  Abschätzung 
der  vor  und  nach  dem  Erscheinen  des  Phänomens  vergangenen 
Sectrodeotheile  aus  der  Erinnerung  erfordert  grosse  Ruhe  und  Auf. 
merksamkeit   Eine  gewisse  Unsicherheit  wird  selbst  bei  grosser 
Ubuog  nicht  ganz  verschwinden.  —  Die  aus  dieser  Quelle  stam- 
menden Differenzen  werden  durch  Vermehrung  der  Beobacbtu»- 
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gen  bekanntlich  mehr  und  mehr  »nsseglichen .  nm  ein  etwaige« 
constanteres  Element  mehr  un.l  mehr  hervortreten  zu  lassen. 

2)  Verschiedene  Gewöhnung  in  der  Schätzung,  wobei 
natürlich  wenigstens  die  eines  Beobachters  unrichtig  tot.  Freilich 
könnte  auch  jeder  Beobachter  nach  seiner  Weise  genau  beobach- 
ten.  der  eine  aber  den  Anfang,  der  andere  das  Ende  oder  die 
Mitte  der  scheinbaren  Dauer  des  Licht-  oder  Scball.indrucks  fix. 
reo  —  Eine  solche  verschiedene  Gewöhnung  würde  durch  grössere 
Uebung  immer  fester  und  dann  mit  eine  Quelle  einer  conetan- 
ten  Personaldifferenz  werden. 

3)  Es  könnte  aber  auch  eine  Ursache  ...  der  verschiedenen  Orga- 
nisation des  Auges  oder  Ohres  der  Beobachter  hegen.  Be.  dem 
einen  könnten  die  Zeiten,  welche  vergehen,  bis  das  geborte  und 
bi»  das  gesehene  Phänomen  zum  Bewusstsein  kommt,  yon  den 
entsprechenden  Intervallen  beim  andern  Beobachter  verschieden  se.n. 
Auch  diese  Ursache  würde  eine  Constanz  der  Personald.fferem 
bedingen. 

Bei  wichtigeren  Beobachtungen,  zu  welchen  verschiedene  Beob- 
achter beitragen,  müssen  die  Angaben  auf  einen  einzigen  redu- 
cirt  werden  weshalb  die  Beobachter  an  einer  Reihe  fehnlicher 
Phänomene'  ihre  Personaldifferenz  zu  ermitteln  pflegen.  Sind  die 
Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  gemacht  so  kommen  spä- 
ter  die  Beobachter  personlich  zusammen,  um  sich  zu  vergleichen. 
-  Es  bleibt  aber  dann  die  Frage,  ob  die  Personal, fferen« :be. 
dieser  späteren  Yereleichung  unter  vielleicht  geänderten  geistigen 
und  körperlichen  Umständen  noch  dieselbe  ist,  wie  sie  während 
der  Beobachtungen  selbst  stattfand. 

Es  müssten  eigentlich  zwischen  den  wirklichen  Beobachtungen 
auch  Personaldifferenz. Bestimmungen  gemacht  werden. 

Dies  wäre  trotz  der  Entfernung  der  Beobachter  möglich,  wenn 
iedcr  Beobachter  zwischen  seinen  Beobachtungen  sich  gleichsam 
mit  „der  Wahrheit"  vergliche,  d.h.  Beobachtungen  an  einem 
Instrumente  anstellte,  welches  den  eigentlichen  Beobachtungen 
sehr  ähnliche  Beobachtungen  gestattete,  und  sich  -~  von  einem 
Geholfen  -  so  stellen  lies»,  dass  zu  einer  bis  auf  wenigstens 
einige  Handertelsecunden  genau  bestimmten  Zeit  «wischen  .wei 
Uhrschlägen  ein  plötzliches  Phänomen  an  ihm  erscheint. 

Ein  solches  Instrument  würde  neben  dem  eben  angedeoteten 
Zwecke  _  die  relative  Personaldifferenz  (Differenz  zwischen  zwei 
Beobachtern)  während  der  Beobachtungen  selbst  durch  Vermittelung 
*er  absoluten  (Abweichung  des  Beobachters  von  den  Angaben 
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üe»  Instrument«)  zu  erforschen,  —  auch  eiuem  niigehenden  Beob- 
achter nützliche  Dienste  leisten ,  indem  es  ihm  hei  seinen  Uebun- 
auf  einfache  Weise  auch  die  Kenntnis»  seiner  Fehler  gäbe, 
was  bei  andern  ßeobachtungsweben,  s.  B.  am  Katerschen  Feder- 
pendel oder  an  Lichtblitzep  mit  einer  Lampe,  nicht  der  Fall  ist. 
Ja.  es  würde  ihm  auch  eine  richtige  Gew  öhnung  verschaffen,  denn 
wenn  z.  B.  das  Phänomen  sehr  oft  hintereinander  zu  derselben 
Zehntelsecunde  erscheint,  so  wird  sich  der  Gesaramteindruck  der 
Aufeinanderfolge  vom  Secundenschlag  und  Phänomen  dem  Beob- 
achter so  einprägen,  dass  er  ihm  gleichsam  zur  andern  Natur 
wird;  kur*  es  würde  gleichsam  die  Dienste  eines  aufmerksamen 
Exerritienmeisters  vertreten.  Auch  der  geübte  Beobachter  würde 
dadurch  auf  directe  Weise  einen  Anhaltspunkt  erhalten,  wie  genau 
er  sieb  etwa  an  einem  bestimmten  Tage  in  seinen  Beobachtungen 
der  Wahrheit  anzuschliessen  pflege.  —  Auderutbeils  aber  würde 
es  aecb  leichtern  Aufscbluss  versprechen  über  einige  interessante 
psychologische  Erscheinungen.  ^ 

Jm  Folgenden  erlaube  ich  mir,  die  Beschreibung  eines  solchen 
Instruments,  wie  ich  es  mir  habe  anfertigen  lassen,  und  einige 
.lan.it  angestellte  Beobachtungen  als  vorläufige  Notizen  vorzulegen. 

Beschreibung  des  Instruments. 

Unter,  zwischen  und  über  zwei  starken  Messingplattcn  *)  von 
etwa  8  Zoll  Durchmesser  findet  sich  zunächst  eine 

sehJagende  und  zeigende  Uhr. 

1)  Mittels  eines  Centrifugalpeudels  wird  die  vertikale  Axe  «« 
(Taf.LFig.  l.)t  dieSecuodenaxe,  in  gleichmassige  Rotation  versetzt. 

2)  Diese  Axe  trägt  bei  u  eine  horizontale  Scheibe,  die  nach 
einer  Windung  einer  archimedischen  Spirale  (Taf.LFig. 20  au«- 
geschnitten  ist.  Auf  deren  Rand  gleitet  der  Haken  p  de*  Arm* 
rop,  der  um  eine  Axe  bei  o  drehbar  ist  und  von  einer  Feder  f 
augedrückt  wird ,  um  bei  jeder  Rotation  der  Secundenaxe  von  die- 
ser htnweggehoben  zu  werden  und  vom  Absatz  der  Spirale  wieder 
abzugleiten.  Bei.  diesem  Abgleiten  schlägt,  ehe  der  Haken  p  die 
def  Axe  nähern  Theile  der  Spiralscheibe  erreicht  (um  die  Zapfen- 
löcher der  Axe  nicht  zu  verderben),  der  Stift  r  auf  das  Metall- 

\     1  -4 
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«>  Tmt  I.  Fig.  16.  HorizontalprajeclioD  «es  Räderwerks  zwischen  dem 
Plmen  aal  die  Unterplatte  W.   Teil.  Fig.  1s.  BemoBmlpeojectioa 
llitH  mmk»  übe?  der  ^b^rplstte  00  auf  die**, 
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sttick  r'  and  gibt  einen  Ton,  ähnlich  den»  gewöhnlichen  Securi- 
denschlag  einer  Pendeluhr;  so  das*  also  'rege!  ai  äs*  ig  Secunden- 
schlafe  gehört  werden.  .  .»   '.  >\     ♦»  ■    '-;  •>  - 

3)  Der  Hammerarm  trägt  bei  f  noch  einen  Ansatz,  der  im 
Augenblick  des  Anschlags  von  r  an  r',  also  der  Entstehung  de« 
Schalls  einen  andern  Theil  (s.  Tat.  1.  Fig.  J5.)  auslost. 

4)  Bei  c  (Taf.  I.  Fig.  1.)  trägt  die  Secundenaxe  einen  Trieb, 
in  welchen  ein  Zivischenrad  B  und  in  dessen  Trieb  das  Minuten  - 
rad  M  eingreift.  Die  Axe  dieses  letztern,  mm,  trägt  ohen  einen 
Zeiger  x,  der  über  dem  Zifferblatte  ZZ,  welches  in  60  Theile 
getbeilt  ist,  die  einzelnen  Secunden  anzeigt  Ein  Spiegel  D  (Taf.  I. 
Fig.  16.),  unter  45°  gegen  den  Horizont  geneigt,  gestattet  das  Zif- 
ferblatt,, statt  von  oben,  von  der  Seite  zu  betrachten. 

5)  In  den  Trieb  der  Minutenaxe  greift  ein  Rad  mit  dem  Feder- 
hau»  F  (Taf.  1.  Fig.  15.)  and  der  weitern  gewöhnlichen  Einrichtung 
zum  Aufziehen. 

6)  Die  Axe  des  Minutenrades  trägt  oben  noch  die  Scheibe  S 
(Taf.  I.  Fig.  I.  and  Fig. 3.),  welche  an  ihrem  Umfange  zwei  aufstei- 
gende schiefe  Ebenen  mit  Absätzen  tt  und  er'  bat,  auf  denen  ein 
federnder  Hammer  q  (Taf.  1.  Fig.  5.)  während  einer  Minute  zweimal 
gehoben  wird  und  zweimal  in  Intervallen  von  30  Secunden,  allemal 
zwischen  zwei  Secundensch lagen  heruntergleitet,  z.  B.  zwischen 
dem  598ten  und  ÖOsten  und  zwischen  dem  29sten  und  30sten  Schlage. 

7)  Ein  an  der  Secundenaxe  befestigtes  Rad  C  (Taf.  I.  Fig.  15.) 
greift  weiter  in  den  Trieb  der  Sirenenaxe  n  ein ,  welche  oben  eine 
Scheibe  Q  (Taf  I.  Fig.  16.)  mit  100  gleichweit  entfernten,  nahe  am 
Rande  in  der  Peripherie  eines  Kreises  befindlichen  Löchern  trägt, 
üeber  diesen  Löchern  endigt  ein  kleines  Blaserohr,  um  bei  der 
Umdrehung  der  Sirenenscheibe  einen  Too  .entstehen  lassen  zu 
können.  Die  Sirene  dient  zum  Erkennen  des  gleichmässigen  Gan- 
ges des  Pendels.  So  lange  der  Ton  noch  auf-  und  niederschwankt 
tat  der  Gang  noch  ungleicbmässig. 

*  ■ 

S  t  e  II  s  y  s  t  e  m. 

8)  Das  Getriebe  der  Secundenaxe  bewegt  weiter  ein  Zwischen- 
rad  V  (Taf.  1.  Fig.  15.  und  Fig.  4.),  welches  wieder  in  das  Getriebe  g 
der  Stellaxe  eingreift.  Diese  Axe  dreht  sich,  da  ihr  Trieb  dem 
der  Secundenaxe  gleich  ist.  also  auch  in  einer  Secunde  mit 
gleichtnässiger  Geschwindigkeit  herum.  Sie  lässt  sich  von  einem 
anter  der  Unterplatte  befestigten  drehbaren  Arm»  AA  (Ta£  LFig*15. 
und  Fig.  4.),  der  mit  einet  schiefen  Ebene'  endigt  i  auf  welcher  dmm 
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Ende  der  Stellaxe  ruht,  senken  und  heben,  so  das«  ihr  Getriebe 
mit  dem  Rad  V  in  Berührung  oder  ausser  Berührung  kommt. 
<ie  also  an  der  Bewegung  Theil  nimmt  oder  unabhängig  davon, 
bleibt.  Sie  trägt  über  der  Oberplatte  eine  Scheibe  //  (Taf.  I.  Fig.  4.) 
mit  einen  Kreis  voll  dicht  an  einander  stehender,  nach  oben  sich 
eontscb  erweiternder  Lücher,  in  «reiche  eine  stumpfe  Spitze  a 
einfallen  kann. 

9)  Um  das  über  der  Locherscbeibe  hervorragende  Ende  der 
Stellaxe  ist  ein  Kohrstiick  ß  (Taf.  I.  Fig.  4.)  drehbar,  das  unten 
eine  leichte  Scheibe  von  Kartenpapier  pp  von  circa  3  Zoll  Durchmesser 
tragt.  Diese  Scheibe  ist  am  Rande  (Taf.  1.  Fig.  13.  und  Fig.  16.) 
in  100  Theile  eingeteilt  und  von  5  zu  5  Theilen  nuroerirt.  An 
einem  aussen  befestigten  Zeiger  |  gleitet  also  von  dieser  Thei- 
Inng,  wenn  die  Scheibe  oiit.rotirt,  ein  Tbeil  in  je  einer  Hunder« 
telsecunde  vorüber. 

10)  Cm  ß  (Taf.  1.  Fig.  4.)  ist  ein  weiteres  Rohrstück  y  dreh«, 
bar,  an  welchem  ein,  hei  e  schwach  .nach  oben  federnder  Arm 
eh  TeKtsitst,  welcher  die  stumpfe  Spitze  a  .trägt  und  nach  oben 
zurückgebogen  in  das  Knopfchen  h  endigt.  Durch  Anziehen  der 
Druckschraube  9  kann  y  mit  ß  fest  verbunden  werden. 

11)  Die  Papierscheibe  ist  über  den  Löchern  der  Scheibe  // 
ausgeschnitten ,  so  dass  sie  gleichsam  au«  zwei  cnncentrwchen 
Ringen  besteht,  die  nur  durch  drei  schmale  Streifchen  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  so  dass  der  Arm  eh  auf  jede  Nummer  ge- 
stellt werden  und  dabei  der  Stift  o  zwischen  der  Papierscheibe 
hindurch  immer  auf  ein  Loch  der  Locherscheibe  //  treffen  kann. 

12)  Bei  o  (Taf.  1.  Fig.  16.)  hat  der  äussere  Papierring  eine 
kleine  Oeffnung,  welche  sich,  wenn  die  Papierscheibe  mit  ihrem 
Nullpunkt  am  Zeiger  £  steht ,  gerade  über  einer  correspondirendeo 
Oeffnung  in  der  Oberplatte  befindet. 

13)  Unter  dieser  Oeffnung  der  Oberplatte  ist  ein  kleines  Spie- 
gelchen unter  45°  befestigt,  welches  das  Licht  einer  Lampe  L, 
die  zur  Seite  der  Uhr  gestellt  wird,  durch  diese  beiden  Oeffnun- 
gen  nach  oben  sendet,  so  dass  man  von  oben  eine  runde  Licht- 
stelle sieht.  Durch  einen  Spiegel  D* ,  unter  45°  gegen  den  Hori- 
zont  geneigt,  erblickt  man  die  Lichtstelle  von  der  Seite.  Bei  der 
Rotation  der  Papierscheibe  wird  diese  das  Licht  verdecken,  bis 
bei  dem  jedesmaligen  Vorbeigleiten  ihres  Mittelpunktes  vor  dem 
Zeiger  £  ein  kaum  0",0F  dauernder  Lichtblitz  erscheint. 

14)  Stellt  man  nun  die  Papierscheibe  z.  B.  so  fest,  dass  der 
Zeiger  |  auf  36  derselben  seigt,  und  fangt  sie  genau  mit  einem 
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vollen  Securfdetteclilait  an, 1  aVr  der  Bewegung  Theil  zu  nehmen; 
no  werben  von  diesem  Secundenschlag  an  noch  35  Hundertel  seciro  den 
verfliessen,  bis  ihr  Nullpunkt  an  den  Zeiger,  d.  h.  ihre  Oeffnung 
äber  die  Lichtstelte  kommt,  bis  also  der  Lichtblitz  erscheint. 

15)  Um  aber  zu  bewirken,  daß«  die,  erst  ruhende,  Papier- 
scheibe gerade  mit  einem  vollen  Secundenschlag  anfängt  zu  rotiren, 
dreht  sieb  um  eine  auf  der  Oberplatte  senkrecht  stehende  Axe 
(Taf.  1.  Fig. 5.)  eine  Hülse,  an  welcher  einestheils  ein  nach  oben 
federnder  Arm  qy,  anderntheils  der  unhiegsante  Arm  xn  befestigt 
ist.  Das  Ende  q  gleitet  auf  den  Spiralen  der  Minutenaxe  (Taf.  I. 
Fig.  3.),  wird  bei  der  Umdrehung  der  Minutenaxe  gehoben  und 
fallt  zwischen  dem  59sten  und  60sten  oder  29sten  und  30sten  Se- 
cundenschlage  vom  Absatz  a  resp.  «'  herunter.  Ist  q  Aber  die 
Hälfte  der  Hohe  der  schiefen  Ebene  von  &  aufgestiegen ,  so  geht  — 
zwischen  der  48sten  und  60sten,  resp.  18ten  und  30sten  Secunde 
einer  jeden  Minute  —  der  Ansatz  t  am  Hammer  op  (Taf.  I.  Fig.  2. 
und  Fig.  5.)  unter  q  iveg,  ohne  es  zu  treffen;  ist  aber  q  abge- 
fallen und  noch  nicht  hoch  genug  gestiegen,  so  wird  es  von  <  znr 
Seite  gestossen. 

16)  Die  Vertiefung  n  des  Arms  xrc  (Taf.  I.  Fig.  4.,  13. ,  16.) 
wird  nun  zwischen  der  48sten  und  59steo,  resp.  18ten  und  2$sten 
Secunde  —  wenn  q  von  t  nicht  mehr  berührt  wird  unter  du« 
Kntipfchen  h  gebracht,  wobei  h  etwas  emporgehoben  wijfl  und  die 
»Spitz«  a  ausser  tferiihrung  mit  der  Lticherscheibe  kommt.  —  Dana 
wird,  wehrend  die  Stellaxe  mit  rotirt,  die  Papierscheibe  aber  noch 
ruht,  zwischen  dem  59sten  und  Güsten,  resp.  29s ten  und  30st«u 
Secundenschlage  q  von  a  resp.  a'  herunterfallen,  mit  dem  60sten 
resp.  30sten  Schlage  aber  q  zur  Seite  und  somit  n  unter  h  we«j- 
gestossen;  der  Stift  o  fällt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loch 
der  Locherscheihe ,  und  die  Papierscheibe  langt  mit  einem  vollen 
Secnndenschlage  an,  an  der  Rotation  Theil  zu  nehmen. 

17)  Die  Manipulationen,  die  der  Gehfllfe  also  zu  machen  hat, 
sind  folgende  (die  Uhr  sei  im  Gange) : 

1)  verschiebt  er  den  Arm  A,  so  dass  dessen  schiefe  Ebene 
die  Steflaxe  hebt,  somit  diese  samt  der  Papierscheibe  * 
vom  Öhrwerk  unabhängig  wird; 

2)  I5st  er  mit  einem  Schraubenschlüssel  die  Schraube  9 ;  , . 

•'-  3)  hebt  er  beim  Haken  k  die  Spitze  #  aus  der  Loche rsc bleibe» 
dreht  das  Stuck  y  so,  dass  h  as  seinem  ric^t'^gen  Platz 
Aber  der  Vertiefung  %  steht,  und  dreht  die  Papierscheibe 
bis  sie  mit  dem  fragten  Hundertel  (z.B.CT.ÖÖ),  bei  wel- 
chem der  Blitz  erscheinen  seil,  am  »eifeer  $  StehtV  ^ 
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4)  schliefst  er  die  Schraube  J,  wodurch  y  mit  seinem  Arm 
eh  fest  mit  der  Papierscbeibe  verbunden  wird. 

r 

Dann  bringt  er 

5)  zwischen  48*  und  59"  resp.  zwischen  18"  und  29"  die  Ein- 
biegung n  des  Arms  xit  unter  h,  schiebt 

6)  den  Arm  A  zurück,  so  dass  die  Stellaxe  mit  rotirt  (ohne 
die  Papierscheibe)  entfernt  sich  und  schreibt  den  Stand  auf. 

Dano  erscheint  der  Licbtblitz  um  0",35  resp.  30",36  *).  Diese 
»ecb«  Geschäfte  können  bequem  in  3  bis  4  Secunden  beendet  wer- 
den. Uebrigens  braucht  man  den  Licbtblitz  nicht  immer  zwischen 
der  (Ken  ond  Jsten,  resp.  30sten  und  31sten  Secunde  erscheinen 
zu  laü«eaf  denn  —  auch  zu  andern  Zwecken  (s.  22))  —  ist  weiter, 

18)  um  eine  zur  Oberplatte  senkrechte  Axe  ein  leichtes  Rad  H 
(Taf.l.Fig.  16.)  von  etwa  3  Zoll  Durchmesser  drehbar,  dessen  Zähne1 

*  em,  an  ß  (Taf.  I.  Fig.  4.)  sitzendes  Getriebe  eingreifen.  Die 
Fliehe  dieses  Rades  hat  eine  Oeffnung  o',  welche  bei  der  Um- 
drehung desselben  einmal  gerade  über  die  beiden  Oeffnungen  in 
der  Oberplatte  und  der  Papierscheibe  gelangt  und  dann  dem  Liebte 
freies  Durchgang  nach  oben  gestattet.  Da  es  erst  in  8  Secunden 
einen  Umgang  macht,  so  wird  der  Lichtblitz  noch  eine  Anzahl 
guizer  Secunden  (unter  8),  je  nach  der  Stellung  dieses  Rade«, 
die  auch  an  einem  Zeiger  cd  (Taf.  1.  Fig.  16.)  abgelesen  wird,  zu* 
^gehalten,  bis  er  zuerst  erscheint.  Der  Gebulfe  wird  also  die 
Möglichkeit  haben,  den  Licbtblitz  zu  jeder  auf  ein  Hundertstel  Secunde 
angebbareu  Zeit  zwischen  0",00und  8",00,  resp.30",00  und  38",00 
lochen  zu  lassen.  (Wollte  man  aus  irgend  einem  Grunde  die 
hier  ausgeschlossenen  Secunden  zur  Erscheinungszeit  wählen,  so 
tauchte  man  nur  den  Zeiger  t  zu  verstellen.).  Die  dazwischen 
Menden  Zeiten  sind  zu  der  neuen  Stellung  mehr  als  hinreichend, 
'•8*  bis  18"  zu  den  Geschäften  I)  bis  4);  von  18"  bis  29"  zu 

Geschäften  5)  und  6),  wozu  jetzt  als  7tes  noch  die  Notirung 
sollen  Secunde,  am  Zeiger  co  abzulesen,  kommt. 

19)  Auch  ohne  Gehulfen  kann  man  sich  selbst  stellen,  dann 
Achten  und  hinterher  den  Stand  des  Instruments  ablesen.  Man 
man  nQr  _  das  Auge  etwa  in  die  Ebene  der  Papierscheibe  ge- 
ta/fen,  so  dass  man  die  Zahlen  nicht  sieht,  —  blind  stellen,  nach 

Beobachtung  das  Stellwerk  mittels  des  Arms  A  auslosen  und 

*  wieder  an  seine  Stelle  über  n  bringen**),  um  wieder  denselben 

- —   • 

')  Und  toq  da  an  jede  folgende  Secunde  uoi  da«*elbe  Hundert«  tel. 
*)  öiei  itt  auch  nicht  einmal  nötbig,    wenn  man  »ich  gemerkt, 
'tt,d*rArin>A  in  dieserStellung  immer  12  Thei  !•  triebe  von  £  entfernt  «teilt 
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Theilstricb  bei  £  zu  finden.  Will  man  auch  die  volle  Seuunde  con- 
trnliren,  so  legt  man  auf  das  Rad  R  bei  dem  Zeiger  to  ein  kleine« 
Papierstflckchen.  , 

20)  Um  den  Lichtpunkt  bei  «einem  Erscheinen  nicht  zu  ver- 
fehlen, wird  in  einiger  Entfernung  vom  Instrument  ein  Kartenblatt 
mit  einer  Oeffnung  auf  einem  Stativ  so  gerichtet,  dass  man  durch 
diese  Oeffnung  gerade  den  Lichtpunkt  im  Spiegel  />'  sehen  und 
zugleich  auch  die  Secunden  im  Spiegel  D  ablesen  kann. 

21)  Die  Papierscheibe,  so  wie  das  Rad  R,  sind  sehr  leicht, 
so  dass  der  Gang  des  Uhrwerks,  das  einePendelkugel  von  64  Pfurtd 
hat,  durch  das  plötzlich  eintretende  Mitrotiren  derselben  fast  gar 
nicht  alterirt  wird.  Doch  kann  es  jedenfalls  nichts  schaden,  wenn 
der  Gehfllfe  den  Blitz  erst  wenigstens  3  Secunden  nach  0"  resp.  30" 
erscheinen  lässt,  damit  sich  der  Gang  sicher  vollständig  beruhigt 
habe.  Etwas  merklicher  ist  die  Alteration  beim  Einfall  der  gan- 
zen Stellaxe,  weshalb  es  gut  ist,  den  Arm  A  so  früh  als  möglich, 
also  schon  bei  19"  resp.  49"  zurückzuschieben.  Uebrigens  geht 
das  Uhrwerk  auch  hier  schon  nach  3  bis  4  Secunden  mit  der 
nothigen  Gteicbmässigkeit  weiter. 

2*2)  Um  den  Sterndurchgängen  ähnliche  Phänomene  zu 
erhalten,  brachte  ich  auf  das  oben  schwarze  Rad  R  eine  kleine 
Stahlperle,  die  von  einer  seitlichen  Lampe  oder  dem  Tageslichte 
beleuchtet  wurde-  Darüber  ist  in  der  Richtung  eines  Radius  ein 
weisser  Faden  nn  (Taf.  I.  Fig.  16.)  ausgespannt,  unter  welchem  der 
Lichtpunkt  vorbei  wandert.  Beobachtet  wurde  das  Sternchen  ent- 
weder mit  freiem  Auge  durch  das  Kartenblatt  oder  einem  astro- 
nomischen Fernrohre  von  etwa  zwei-  bis  dreimaliger  Verklei- 
nerung: statt  des  Fernrohrs  auch  wohl  mit  einer  (Voigtländerschen) 
Camera  obscura,  auf  deren  matter  Scheibe  sich  diese  Durchgänge 
sehr  zart  darstellen.  Stern,  Faden  und  Fernrohr  wird  im  Anfange 
so  gestellt,  dass  wenn  der  Nullpunkt  der  Papierscheibe  am  Zei- 
ger  $  steht,  der  Stern  gerade  unter  dem  Faden  erscheint.  Durch 
Entfernen  oder  Nähern  des  Fernrohrs  oder  der  Camera,  Verschie- 
ben der  Perle  am  Mittelpunkte  des  Rades  ferner  oder  näher, 
lassen  sich  verschiedene  Durchgangsgeschwindigkeiten  hervorbrin- 
gen, um  der  verschiedenen  Vergrösserung  der  Passage-Insfruroent- 
Fernrobre  und  der  verschiedenen  Declination  der  beobachteten 
Sterne  nah  zu  kommen.  «M  • 

Pendel. 

23)  Unter  der  Unterplattc  ist  ein  starker  Bügel  EE  (Taf.  I. 
Fig. 6.)  befestigt,  der  das  Lager  lur  das  Umdrebungssyatem  des. 
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Peadel*  trägt  Die  Pendelstange,  etwa  15  Zoll  lang,  endet  oben 
in  ein  polirtes  Ende,  das  in  die  kreisförmig  gebogene,  an  der 
Secundenaxe  festsitzende  Riune  xx  (Taf.  I.  Fig.  6.  und  Fig.  8.)  fasst. 
Zwei  Zoll  von  oben  sitzt  der  Ansatz  m  mit  den  zwei  Stahlspitzen 
ff  und  p",  die  in  den  Vertiefungen  1  und  3  der  beweglichen 
Suhlplatte  T  (Taf.  I.  Fig.  9.)  ruhen. 

24)  Die  Stahlplatte  T  (Taf.  I.  Fig.  9.)  hat  unten  zwei  Ähnliche 
Vertiefungen  2  und  4,  mit  welchen  sie  auf  den  Stiften  o'  und  q" 
ich  webt.  Die  vier  Vertiefungen  liegen  natürlich  bei  0,  90,  180 
und  270  eines  Kreises. 

25)  Die  Stifte  gr  und  q"  stecken  in  einer  Messingplatte  W, 
weiche  durch  vier  Stellschrauben  nach  vorn  und  hinten,  rechts 
und  links  verstellbar  ist. 

26)  Das  ganze  Uhrwerk  ruht  auf  einem  Gestell  von  Schmiede- 
eisen mit  drei  Füssen  (Taf.  I.  Fig.  7.) ,  an  denen  sich  Fussschrau- 
ben mit  Gegenschrauben  befinden.  In  der  Mitte  der  die  drei 
Füsse  verbindenden  Stangen  ist  ebenfalls  durch  drei  Schrauben 
verstellbar  eine  Platte  to  mit  einem  oben  in  eine  Spitze  endigen* 
den  Stift  k,  der  vertikal  unter  die  Pendclstange  gleichsam  als 
deren  Verlängerung  gebracht  werden  kann. 

27)  Eine  Schraubenmutter;  um  diesen  Stift  schraubbar,  um- 
fasst,  in  die  Höhe  geschraubt,  die  untere  Spitze  der  Pendelstange, 
um  diese,  wenn  das  Instrument  nicht  gebraucht  wird,  festzustellen. 

28)  Damit  die  Uhr  gleichmassig  gehe,  mfissen  bekanntlich 
(Taf.  L  Fig.  11.)  der  Schwerpunkt  $  des  Pendels  und  der  Angriffs- 
punkt desselben,  er.  zugleich  horizontale  Kreise  um  die  vertikale 
Secuodenaxe  beschreiben.    Dazu  ist  nöthig: 

1)  dass  die  Secundenaxe  vertikal  stehe.  Dies  wird 
genau  genug  bewirkt  durch  Hnrizontalstellen  der  Ober- 
platte mittels  der  drei  Fusssrhrauhen  und  einer  Libelle; 

■ 

2)  dass  die  (obere)  Spitze  der  Pendelstange,  der  Um- 
drehungspunkt  (tf)  und  der  Schwerpunkt  («)  in  ge- 
rader Linie  liegen;  denn  liegt  die  Spitze  nicht  in  der 
Verlängerung  der  tn,  sn  wird  sie  hei  der  Kreisbewegung 
des  Schwerpunktes  nicht  auch  einen  Kreis,  sondern  eine 
Art  sphärischer  Ellipse*)  durchtaufen.  Nun  ist  zwar  die 
Spitze  der  Pendelstange  nicht  eigentlich  Angriffspunkt; 
dieser  liegt  aber  immer  im  Endpunkte  der  Hypotenuse 


')  Durch««*!»«  eine«  gemeinen  geraden  Cv linder«  (Horisontalprn- 
j«rti»a  des  Wege«  der  PendeUtangenüpUze)  mit  der  Kühlfläche. 
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des  rechtwinkligen 'Dreiecks,  dessen  Katheten  I)  die  Ent- 
fernung der  Spitze  von  der  geometrischen  Aze  der  Secun- 
denaxe ond  2)  Radius  des  Pendelstangenquerschnitt.« 
sind,  bleibt  also  mit  der  Spitze  in  constanter  Entfernung 
von  der  Secundenaxe.  (In  den  vier  in  Tat  I.  Fi*.  10.  dar- 
gestellten Lagen  des  oberen  Endes  der  Pendelstange, 
l  II,  III,  IV,  ist  der  Angriffspunkt  der  Reihe  nach  1,2,3, 4). 

Um  die  erwähnten  drei  Punkte  in  gerade  Linie  zd 
bekommen,  wurde  durch  sorgfältige  Abriehtung  auf  der 
Drehbank  der  Umdrehungspunkt  (zunächst  Mitte  zwischen 
den.  Spitzen  p'  und  p")  und  die  Pendelstangenspitze  in  die 
geometrische  Axe  der  Stange  verlegt.  Um  den  Schwer- 
punkt auch  in  diese  Axe  zu  bringen,  wurde  bei  feststehen- 
dem Umdrehungspunkt  die  Kugel  um  die  PendeLstange 
gedreht  und  so  lange  daran  gefeilt,  bis  hei  dieser  Um- 
drehung die  Spitze  ihren  Ort  nicht  veränderte.  Uehri- 
gens  beschreibt  auch  bei  einer  kleinen  Abweichung  der 
Spitze  von  der  Verlängerung  der  su,  wie  sie  hier  mit 
vorkommen  kann,  der  Angriffspunkt  doch  noch  nahe  einen 
Kreis ;  wichtig  aber  ist  es ,  dass  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  *'  in  der  geometrischen  Axe  der  Secundenaxe 
liege,  deshalb  niuss 

3)  der  Umdrehungspunkt  in  der  Verlängerung  der 
Secundenaxe  liegen.  Dies  wird  bewirkt  durch  Stel« 
lung  der  Platte  er  mittels  der  vier  Stellschrauben  unter 
Prüfung  des  Sirenentons; 

4)  der  „Umdrehuugspunkt"  muss  wirklich  ein  Punkt 
sein,  d  h.  die  zwei  Verbindungslinien  0,  180  und  90,  270 
der  tiefsten  Stellen  in  den  Vertiefungen  der  Stahl  platte 
T  müssen  sich  schneiden,  oder  die  vier  tiefsten  Stellen 
in  einer  Ebene  liegen.  Denn  wäre  z.  U.  (Taf.  1.  Pig.  12.) 
bei  einer  Ausbiegung  der  Pendelstange,  etwa  nach  Nord, 
x  Umdrehungsaxe,  bei  der  nach  West  dagegen  y,  so 
würde  bei  der  „Kreisbewegung"  des  Schwerpunkts  (welche 
streng  genommen  in  diesem  Falle  eigentlich  unmöglich  ist)» 
die  Hahn  der  oberen  Pendelstangenspitze  schon  sehr 
merklich  vom  Kreise  abweichen.    In  Taf.  I.  Fig.  12.  ist 

xN~xPt   xt  —  xp\ 

4 

yW=yPt  yo  =  .i7>: 
N  und  H"  von  der  Ruhelage  Pp>  gleich  weit  entfernt 

Die  vier  Punkte  in  eine  Ebene  zu  bekommen  wurde 
vom  Uhrmacher  möglichst  genau  zu  erreichen  gesucht. 
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6)  Ob  die  vier  Vertiefungen  so  tiefen  ,  dass  die  Verbindungs- 
linien 13  und  24  «ich  genau  rechtwinklig  schneiden, 
isi  weniger  wichtig;  es  ginge  bei  bedeutender  Abwei 
rhung  vom  rechten  Winkel  nur  ein  Tbeil  des  Raums  ver 
loren,  welchen  die  Pendeletange  erreichen  konnte,  in 
welchen  sie  aber  nie  zu  gelangen  braucht ;  ebenso  braucht 
die  Verbindungslinie  der  Spitzen  p'  und  p" ,  so  wie  q' 
und        nicht  genau  horizontal  zu  sein. 

6)  Compensation  ist,  da  die  Uhr  nur  nftherungs  weise  Secun- 
den  zu  schlagen  braucht,  natürlich  ganz  überflüssig. 

$0  Ist  das  Instrument  einniat  durch  Nivellirung  der  Oberplatte 
and  Stellung  der  Platte  pr.regulirt,  so  bringt  man  die  Spitze  des 
Stiftes  k  (s.  26))  mit  der  untern  Spitze  der  ruhenden  Pendelstange 
io  (Ymeidenz.  Dann  kann  man  das  Instrument  wochenlang  be- 
nutzen und  wieder  aufheben,  und  hat  zur  jedesmaligen  Aufstellung 
nur  iHithig,  mittels  der  Fussschrauben  die  Pendelstangenspitze 
wieder  mit  der  Spitze  k  zusammenzubringen. 

\ 

Fehler  des  Instruments  und  Grenzen  der  Genauigkeit 

•  einer  Angaben. 

1)  Fehler  in  der  Zeitangabe  bei  bestimmten  Ton- 
Schwankungen  der  Sirene.  In  der  Beurteilung  dieser  Un- 
Hcberbeit  werden  einige  Beispiele  am  einfachsten  einen  Anhalte- 
pQnkt  geben.  Tbeilen  wir  die  Secunde  z.  B.  in  Achtel,  so  mflssen 
bei  gleicbmässigero  Gange  des  Pendels  resp.  der  Sirene  in  jeder 
\cbtelsecunde  12«  Hundertel  des  Papierscheibenrandes  am  Zei- 
$ti  1  vorbeigehen.    Gebe  nun  die  Sirene 

1)  in  den  ersten  4  Achteln  des  Intervalls  von  einem  Sectio- 
denschlage  bis  «um  folgenden  den  Grundton,  in  den  letz- 
ten 4  Achteln  dessen  obere  Quinte  an  Dann  hat  man, 
da  während  des  Töneos  der  Quinte  jmal  so  viel  Bogen- 
theile  vorübergehen,  als  beim  Auftreten  des  Grundtons, 
wetien  1  + 1  +  1  +  1  +  H  }  +  i  +  *=10  [-m]  den  Umfang 
der  Papierscheibe  in  m=  10  gleiche  Stücke  zu  theileu,  zu  je 
100 

—  üt^äIO  Bogentheilen,  und  es  werden  in  jedem  der 

ersten  4  Achtel  der  Secunde  1  .p  =  10,  in  jedem  der  letz- 
ten 4  Achtel  aber  ip  =  15  Bogentheile  am  Zeiger  vor« 
Übergehen.    Es*  treffen  also  zusammen  mit  -i 

derO  m  26  ^  50  M\  75  87}  lOOten  Hundertelsecnnde, 
der  0  »0  20  30  40  55  70  «6   lOOste  »»«enUieil. 
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Die  grösste  Differenz  zwischen  der  regelmässig  und  der 
unregelmKssig  sich  drehenden  Papierscheibe  würde  sich 
also  auf  4(12; — p)  =  10  Bogentheile;  das  Maximum  des 
Fehlers  also  auf  10  Hundertelsecunden  belaufen.  (Die  Ab- 
weichung steigt,  wie  man  sieht,  bei  jedem  Achtel  des 
Anfangstons  um  (121  —  p)  und  geht  mit  jedem  Achtel  der 
Quinte  um  (lp—\2\)  Bogentheil  zurück. 

2)  Vertheilen  sich  die  4  Achtel  Grundton  und  4  Achtel  Quinte 
anders,  z.  B.  3  Achtel  Grundton,  4  Achtel  Quinte,  1  Achtel 
Grundton,  so  werden  die  Differenzen  lauten: 

0   -2*    -5,0  -7,5   -5,0  -2,5  0  +2,5  0, 

die  grtisste  Abweichung  beträgt  also  jetzt  nur  0",075. 

3)  Bei  der  Verkeilung:  1  Achtel  Grundton,  1  Achtel  Quinte» 
1  Achtel  Grundton  u.  s.  w.,  von  Achtel  zu  Achtel  abwech- 
selnd, kann  sie  nicht  mehr  als  2,5  Hundertel  erreichen« 

4)  Dass,  wenn  Grundton  und  Quinte  im  Ganzen  jeder  eine 
halbe  Secunde  tont,  die  Abweichung  sich  nie  auf  mehr 
als  4mal  (121  —  p),  wie  im  Falle  1)  anhäufen  kann,  siebt 
man  leicht. 

5)  Theilen  «ich  Grundton  und  Quinte  in  anderm  Verhältnis* 
in  die  Secunde,  als  zu  halb  und  halb,  so  wird  zunächst 
das  m  und  p  ein  anderes,  z.  B.  bei  5  Achtel  Grundton, 
3  Achtel  Quinte  wird  w  =  9,5,  p  — 10,5263.  Die  griisste 
Abweichung  findet  in  diesem  Falle  statt,  wenn  die  5  Achtel 
Grundton  die  Secunde  becinnen,  dann  kann  sie  sich  auf 
5  X  (12,5— p)  oder  3x(?>- 12,5)  =  9,87  Hundertelse- 
cunden belaufen.  —  Im  Falte  aber  Grundton  und  Quinte 
von  Achtel  zu  Achtel  wechseln,  betragt  die  grftsste  Dif- 
ferenz nur  3  bis  4  Hundertel. 

6)  Bei  6  Achtel  Grnndton,  2  Achtel  Quinte  kann  die  Ab- 
weichung bis  8.33;  bei  7  Achtel  Grundton,  1  Achtel  Quinte 
aber  nur  bis  5,145  Hondertel  steigen.  Liegt  aber  im  letzten 
Falle  das  Achtel  Quinte  in  der  Mitte,  so  belauft  sich  die 
grfisste  Differenz  nur  auf  4(12,5  -  11,765)  =:  2,94. 

7)  Theilt  man  die  Secunde  in  Sechzehntheile,  so  ist  das 
Maximum  der  Abweichung,  wenn  Grundton  und  Quinte 
je  eine  halbe  Secunde  tonen,  wieder  =10,  wechseln  sie 
aber  zu  Sechzehnteln  ab,  nur  1,25  Bogentheile. 

An  diesen  Beispielen  übersieht  man  schon: 

1)  Das  Maximum  der  Abweichung  findet  statt,  wenn  der  Grund- 
ton eine  halbe  Secunde  und  die  Quinte  ebenfalls  eine  halbe 
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Secunde  anhält  und  zwar  von  Anfang  der  Secunde  au 
gerechnet. 

%J)  Die  Abweichung  wird  kleiner,  wenn  die  beiden  Töne, 
dereo  jeder  im  Ganzen  eine  halbe  Secunde  tont,  während 
der  Secunde  anders  vertheilt  sind. 

« 

3)  Am  geringsten  ist  sie,  wenn  die  Töne  gleichsam  triller* 
artig  regelmässig  abwechseln.  -  .<' 

4)  Sie  beträgt  auch  weniger  als  obiges  Maximum,  wenn  von 
deii  beiden  Tönen  der  eine  länger,  der  andere  kürzer 
dauert  als  eine  halbe  Secunde.  Am  grössten  ist  sie  in 
diesem  Falle  wieder,  wenn  die  Töne  nur  einmal  wech- 
seln, der  eine  die  Secunde  beginnt,  der  andere  sie  sc  blies»!. 
Sie  wird  um  so  geringer,  je  ungleicher  die  Dauer  der 
Töne  ist,  am  geringsten  dabei,  wenn  der  kürzere  in  die 
Mitte  der  Secunde  fallt,  u.  s.  w. 

Zieht  man  ebenso,  wie  oben  die  Quinte,  auch  die  Quarte,  Terz 
und  Secunde  in  Betrachtung,  so  findet  man  die  möglichst  grosse 
Abweichung 

beiGrondtoii  und  Quinte  =0",100  im  Falle  1),  bis  0",0]<2  im  Falle  7). 
n      „        „  Quarte  =0",07I  „ 

ff     >•     tf  VW  '  ff     tf  ff 

ff      „        „  Terz    =0\056  „    „    „    „  0",007  „    „  ,. 

ff     »»  »» 

Secunde =0",03ü  »»    tf    »»    »»  <r,oo4 

Ohne  diese  Untersuchung  genauer  und  allgemeiner  hier  aus- 
zuführen, können  wir  doch  schon  die  nöthige  Anwenduog  für  un- 
•eres  Zweck  machen.  Da  es,  wenigstens  bei  meinem  Instrumente, 
«ebwierig  und  zeitraubend,  vielleicht  unmöglich  ist,  die  Schwan- 
kung der  Sirene  vollkommen  wegzubringen,  —  schon  wegen  des 
nicht  absolut  festen  Standes  auf  einem  Tische  im  Zimmer,  —  so 
habe  icb  mir  eine  Schwankung  bis  zur  Secunde,  wenn  diese  nicht 
gerade  zu  halb  und  halb  mit  dem  Grundton  erschien,  ja  selbst 
bis  zur  Terz,  wenn  diese  nur  kurz  und  ziemlich  in  der  Mitte  zwischen 
t*ei  Schlägen  auftrat,  gefallenlassen,  wobei  also  die  Unsicher- 
heit 2  Hundertelseeunden  noch  nicht  fiberstieg. 

2)  Fehler,  dass  nicht  genau  mit  einem  Secunden» 
schlage  die  Papierscheibe  anfängt,  an  der  Rotation 
Tbeil  zu  nehmen.  Möglichst  genau  in  der  Stellung,  wo  r  auf 
■tösst,  also  der  Ton  des  Secundenscblags  entsteht,  fallt  h  von 
4«m  es  vorher  stützenden  Arm  it  herab  (hei  der  Bewegung  wahr- 
scheinlich nicht  früher ,  wie  man  des  Stosses  v«n  t  auf  eleu- Arm 
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9  wegen  glauben  könnte,  weif  h  mit  Reibung  auf  n  ruht).  Die 

nun  freie  Spitze  er  fällt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loch 
der  Locheracheibe.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich  ist,  ist  höchst 
wahrscheinlich  noch  geringer  als  0",003,  welche  beim  freien  Fall 
vergehen  würde,  weil  die  Spannkraft  der  Feder  den  freien  Fall 
noch  beschleunigt.  Möglicherweise  kann  eine  Unsicherheit  von 
höchsten*  $  Henderlelsec«  nde  entstehen,  wenn  «  nicht  genau  in 
ein  Loch,  sondern  zwischen  zwei  Locher  fällt  und  also  von  dem 
konischen  Rande  einer  Oeffnung  etwas  vor-  oder  zurückgedrängt  wird. 

Beim  ersten  Anblick  scheint  freilich  eine  bedeutendere  Ver- 
spätung des  Einfalls  vorzukommen.  Hat  man  nämlich  den  Arm 
n  so  gestellt,  dass  der,  Zeiger  £  z.  B.  auf  0  zeigt,  lässt  die  Ma- 
schine auf  gewöhnliche  Weise  das  Stellsystem  auslösen,  hält  dann 
den  Pendel  an,  ohne  die  SteHaxe  ausser  Verbindung  mit  dein 
<*ehwerk  zu  bringen,  und  fährt  das  Werk  in  die  Stellung  zurück, 
dass  das  Hammerende  p  (Taf.  I.  Flg.  13.)  an  den  Absatz  der  archi- 
medischen Spirale  der  Secundenaxe  stösst,  von  dem  es  abgeglit- 
ten, so  zeigt  der  Zeiger  statt  auf  0,  auf  ca.  3,  überhaupt  immer 
ca.  3  Bogetitheile  mehr;  der  Arm  h  steht  dann  nicht  an  seinein 
richtigen  Platze,  sondern  etwa  in  der  Stellung  h'.  Es  scheint  also 
hier  eine  constante  Verspätung  des  Einfalls  um  0",03  vorzuliegen, 
als  wäre  im  Moment  der  Auslösung  der  Stift  a  nicht  in  das  gerade 
darunter  befindliche  Loch ,  sondern  in  das  dritte  dahinter  gefallen, 
weil  die  Löcberscbeibe  in  der  Zeit  um  3  Hundertel- Umdrehung 
schon  weiter  gegangen.  —  Bedenkt  man  indess,  dass  nicht  der 
Augenblick  des  Abgleiten«  des  Hammerendes  p  von  dem  Spira- 
lenabsatz der  des  SecundenscMags  und  der  Auslösung  ist,  son- 
dern der  des  Auftritts  von  r  auf  r' ,  wo  p  der  Secundenaxe  am 
nächsten  ist,  so  wird  man  sich  bald  überreden,  dass  jene  0",03 
die  Zeit  ist,  welche  p  braucht,  um  vom  Gipfel  des  Spiralenah- 
satzes bis  auf  die  Secundenaxe  zu  gelangen,  wo  erst  der  Ton 
entsteht  und  die  Auslösung  erfolgt.  In  der  That,  lässt  man  das 
Ulirwerk  schnurren  (das  Pendel  nicht  mitgehen),  so  findet  sich, 
je  schneller  das  Werk  läuft,  die  Differenz  am  Zeiger  Immer  grös- 
ser, wenn  man  p  an  den  Spiralenabsatz  bringt,  weil  jetzt  in  den 
3  Hundertelsecundcn  die  Löcherscheibe  Immer  mehr  ond  mehr  als 
3  Hundertelumdrehung  macht.  Man  überzeugt  steh  auch  davon, 
wenu  man  auf  die  Spirale  ein  Blättchen  Papier  befestigt,  auf  des- 
sen Rand  p  trifft  und  einen  sichtbaren  Eindruck  macht.  Bringt 
man  das  Uhrwerk  so  zurück,  dass  p  nicht  an  den  Absatz,  son- 
dern auf  diesen  Eindruck  stösst,  so  ist  der  Unterschied  in  der 
Stellung  am  Zeiger  fast  =0.  ,' 

Der  Unterschied  zwischen  der  Entstehung  des  Schalls  und  des 
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Beginneus  der  Rotation  der  Papierscheibe  mochte  altio  wohl  auf 
nicht  hoher  aU  !  Humle/teJsecunde  anzuschlagen  sein, 

3)  Wetter  int  20  erwähnen  eine  zufällige  Unsicherheit  eerade 
meines  Instruments  his  zu  einer  Grosse  von  fast  1  Hundertelsecunde. 
h  rührt  diese  her  von  einem  Tbeilungslehler  im  Zwischenrade 
F  zwischen  Secundeu  -  und  Stellaxe.  Nach  je  einer  vollen  Um- 
drehang  der  Secundenaxe  (den  Hammer  p  immer  an  den  Absatz 
der  Spirale  gebracht)  zeigt  nämlich  die  Papierscheibe  z.  ß.  fol- 
gende periodisch  wiederkehrende  Nummern  am  Zeiger  £; 

10,5  . 

10,0 

9,5 
8,75 

8,5  t 
8,5 
9,25 
10,0 
u.  s.  w. 

Dagegen  zeigte  die  Sirene  bei  32  Yiertelumdrebungen  (=  einer  Um« 
drehung  der  Secundenaxe)  nahezu  je  3J  Hundertel  Fortgang  am 
Zeiger  |,  mit  dem  Fehler  des  Zwischenrades  (so  dass  wenn  man 
von  10,5  anfing,  man  durch  7,4;  4,25;  1,1  u.  s.  w.  nicht  wieder  bis 
u  10.5 ,  sondern  bis  zu  10,0  u.  s.  w.  gelangte) ,  wonach  also  das 
Rad  der  Secundenaxe,  C,  da«  Getriebe  der  Sireoenaxe  u.  s.  w. 
keinen  beachtungswerthen  Theilungsfehler  bat 

4)  Die  Correction  wegen  der  Entfernung  von  der  Schallquelle 
beträgt,  da  der  Beobachter  nur  ein  Paar  Fuss  vom  Instrumente 
absteht,  weniger  als  \  Hundertelsecunde. 

Nach  allem  diesem  ist  also,  wenn  die  Sirene  in  ihren  Schwan- 
kungen nicht  über  die  oben  angegebenen  Grenzen  hinausgeht,  die 
Cosicherheit  in  den  Angaben  des  Instruments  im  schlimmsten 
Falle  nicht  hober  als  0",03  bis  0",04  zu  schätzen,  und  konnte, 
weno  es  nothig  schiene,  bei  einem  zweckmässiger  eingerichteten 
and  noch  sorgfältiger  ausgeführten  Instrumente  auf  noch  weniger 
herabgebracht  werden. 


Erfahrungen  bei  den  Beobachtungen. 

Im  Allgemeinen  stellte  sich  bei  verschiedenen  Personen,  die 
Beobachtungen  mit  dem  Instrumente  anstellten  und  noch  nicht  hiu- 
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reichend  geübt  waren,  eine  grössere  oder  geringere  Unsicherheit 
heraus.  Diese  schien  sich ,  bei  solchen ,  die  auch  im  gewöhnlichen 
Leben  eine  gewisse  Präcisioo,  Ruhe  and  Schärfe  bekundeten, 
eher  zu  verlieren;  unter  Anderm  schien  auch  musikalische  Fertig- 
keit —  also  ein  geübteres  Taktgefühl  —  schnellem  Fortschritt  zu 
bedingen.  Uebrigens  war  die  Unsicherheit  an  verschiedenen  Tagen 
sehr  verschieden,  auch  schien  eine  erlangte  Fertigkeit  durch  län- 
gere Unterbrechung  wieder  theilweise  verloren  werden  zu  können. 

Um  die  Beobachtungen  zu  erleichtern  und  schneller  ein  siche- 
reres Resultat  über  das  Schätzen  der  Secundenbruchtheile  zu  er- 
halten, wurden  die  Beobachtungen  meist  so  angestellt,  dass  die 
vollen  Secunden  unbeachtet  gelassen  und  nur  die  Zehntel  der 
Secunden,  bei  welchen  man  das  Phänomen  erschienen  glaubte, 
angegeben  wurden.  Ferner  wurde  oft  ein  und  derselbe  Stand  de?« 
Instruments  beibehalten,  und  das  Phänomen,  das  alle  8  Secunden 
in  derselben  Weise  wiederkehrt,  öfters  beobachtet.  Dabei  zeigte 
sich  besonders  die  Fehlerquelle  der  Ueberraschung,  denn  die  ersten 
Angaben  (gleichsam  die  Ablesungen  prima  vista)  waren  da  oft  ganz 
anders  und  erst  bei  der  spätem  consolidirte  sich  die  Ansicht,  wenn 
man  sich  das  Phänomen  genauer  und  ruhiger,  gleichsam  mit  Müsse 
betrachtet  hatte.  Bei  Lichtblitzen  wurde  erst  das  Rad  R  entfernt, 
so  dass  jede  Seconde  bei  demselben  Zehntel  der  Blitz  erschien. 
Dadurch  gelangte  man  unverhaltnissmfissig  rascher  —  wegen  der 
Regelmässigkeit  der  Wiederkehr  —  zu  einer,  von  Ueberraschung 
freien  Ansicht  über  die  Zeit  des  Erscheinens.  Hat  sich  diese 
feste,  obgleich  noch  unrichtige  Ansicht  gebildet,  und  man  erfahrt 
dann  die  richtige  Angabe,  und  beobachtet  nun  immer  wieder  das 
selbe  Phänomen,  so  überzeugt  man  sich  leicht  von  dem  begange 
nen  Fehler;  es  überkömmt  einen  ein  ähnliches  Gefühl,  wie  wenn 
einem  eine  erst  unklare  Sache  plötzlich  klar  geworden  ;  es  fällt 
einem  wie  Schuppen  von  den  Augen  und  man  begreift  nicht,  wie 
man  früher  anders  habe  schätzen  können. 

Bei  Beobachtung  der  Appulse  unterschied  ich   vier  Arten: 

1)  Man  betrachtet  den  Durchgang  ähnlich  wie  einen  Licht- 
blitz,  indem  man  in  Gedanken  die  Zeit  zwischen  zwei  Secunden- 
Schlägen  eiutheilt  und  das  plötzliche  Phänomen  gehörig  einreiht. 
Mach  dieser  Art  müssen  auch  u.  A.  die  Durchgänge  des  Feder- 
pendels beobachtet  werden. 

Wenn  der  Stern  aber  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  sich 
fortbewegt,  wie  hei  wirklichen  Sterndurcngängen  Im  Passage- 
Instrument  oder  bei  meinem,  Instrument,  so  kanu  man 

2)  den 'wandernden  Stern  verfolgen,  den  Ort,  wo  er  vor  dem 
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Durchgänge  beim  Secundenschlage  stand,  und  den  Punkt,  wo  er 
Bich  dem  Durchgange  beim  nächsten  Schlage  sich  befand,  fixiren 
and  diesen  Zwischenraum  in  Gedanken  in  10  Theile  t heilen  und 
nach  dem  Augenmaass  das  Verhältnis»  der  beiden  Entfernungen 
bis  zum  Faden  abschätzen.  Den  Raum  abzuschätzen  halte  ich 
für  leichter,  als  die  Zeit,  daher  diese  Methode  für  sicherer  als  die  erste. 

3)  Leichter  noch  wird  diese  Bestimmung,  wenn  der  Stern  an 
einer  sichtbaren  Linie  herzieht,  weil  man  dann  die  beiden  Orte 
des  Sterns  bei  den  Secun  den  schlagen  nicht  so  weit  vom  Faden 
gleichsam  im  leeren  Räume  zu  fixiren  braucht. 

4)  Am  leichtesten  und  sichersten  endlich  ist  die  Beobachtung, 
wenn  der  Weg,  den  der  Stern  in  einer  Secunde  durchläuft,  gerade 
in  10  Theile  getheilt  ist,  er  also  an  einer  Scala  herwandert  wie 
Tat  L  Fig.  14.  Man  braucht  dann  nur  einmal  den  Scalentheil  ab* 
zulegen,  wo  der  Stern  bei  dem  letzten  Schlage  vor  dem  Faden 
vir.  Liest  man  auch  den  nächsten  Ort  nach  dem  Durchgänge  ab, 
welcher  genau  dieselbe  Zahl  gibt,  so  hat  man  zu  ei  Bestimmungen, 
die  sich  cootroliren.  (Man  könnte  auch  einen  ganzen  eingeteil- 
ten Kreis  über  dem  Rade  R  befestigen,  nur  müsste  dauu  die 
Parallaxe  und  der  variabele  Ort  des  Lichtpunktes  auf  der  Perle 
gehörig  berücksichtigt  werden ;  man  hätte  dann  bei  einer  Umdreh- 
ung vou  R  acht  Bestimmungen.) 

Der  Unterschierl  für  die  Art  1)  und  4)  ist: 

keil)  istd.  Ort,  wo  das  Pbänom.  erscheint,  fest,  d.  Zeit  *  erhselnd, 

.4)  „  „    „    „   „       ,,  „        wechselnd ,  d.  Zeit  fest. 

Bei  dieser  letzten  Art  zu  beobachten  hatte  ich  eine  eigentüm- 
liche Erscheinung.    Wenn  ich  den  Scalenpunkt,  hei  welchem  der 
Stern  beim  Secundenschlag  sein  mnsste ,  vorher  wusste,  so  glaubte 
•eh  den  Lichtpunkt  doch  heim  Eintritt  des  Schlags  noch  etwa 
0.5  Scalen^ieile  (zwischen  0,3  und  0,8  wechselnd)  vor  dem  rich- 
ten Ort  zu  sehen ,  wodurch  also  die  Angaben  um  ca.  0",05  zu 
gross  ausfallen  würden.  Bemühte  ich  mich  namentlich,  recht  scharf 
m  sehen  und  recht  aufmerksam  zu  sein,  so  schien  es,  als  wenn 
der  sich  stetig  nähernde  Stern  an  jenem  Punkte  einen  Moment 
still  stehe,  so  dass  ich  versucht  ward,  zu  meinen,  es  müsse  der 
Ort,  wo  der  Stern  heim  Eintritt  des  Schlags  stehe,  äusserst  scharf 
bestimmbar  sein.    Oftmals  aber  schien  der  Stern  auch  wieder  ohne 
SäUtand  in  stetigem  Flusse  während  des  Secundenschlag«  fort- 
ngehen;  er  flog  dann  während  des  Schlags  gleichsam  durch  den 
festigen  Punkt  hindurch  und  die  Angabe  wurde  richtig.  Dies 

tesehah  meist  am  Ende  einer  Beobachtungsreihe,  wenn  ich  gleich - 
schon  ermüdet  war,  oder  wenn  ich  die  Benbachtungen  etwas 

mcaslaot  machte.    Dieselbe  Erscheinung  hatte  ich  auch  bei  noch 
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langsamerer  und  schnellerer  Bewegung,  zl  B.  bei  einem  schwar- 
zen Punkte  auf  der  Papierscheibe,  der  in  der  Secunde  8  par.  Zoll 
durchlief.  Der  anticipirte  Raum  war  auch  hier  derselbe,  ca.  *V 
des  in  einer  Secunde  durchlaufenen  Wegs. 

Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  möchte  ich  noch  nicht 
wagen.  Es  ist  so,  als  widme  man  einmal  den  regelmässig  erfol- 
genden Secundenschla'gen  uberwiegende  Aufmerksamkeit  Dadurch 
anticipire  man  einen  solchen  vielleicht  selbst,  wie  man  einen  er- 
warteten Stoss  gleichsam  früher  fühlt,  als  er  wirklich  erfolgt, 
während  man  den  wandernden  Stern,  den  man  weniger  beachtet, 
immer  an  einem  neuen  Orte  sich  zum  Bewusstsein  zu  bringen 
habe,  wobei  die  Seele,  der  es  schwer  halte,  zwei  heterogene 
Geschäfte,  zu  hören  und  zu  sehen,  zugleich  zu  verrichten,  gleich- 
sam in  der  Vorstellung  des  gesehenen  Lichtpunktes  nachhinke; 
bis  ein  andermal  man,  die  Schläge  weniger  beachtend,  den  wan- 
dernden Stern  mit  grösserem  Interesse  verfolge,  und  ihn  so  ohne 
Stillstand  in  freiem  Zuge  durch  den  Schall  hindurchtliegen,  ja  ihm 
sogar  vorauseilen  sehe. 

Für  Lichtblitze  hält  es  weit  schwerer,  eine  ähnliche  sichere 
Beobachtungsmethode  einzurichten  *).  Etwas  ähnliches  sollte  man 
hier  vermuthen,  die  Secundenschläge  als  erwartete  Phänomene 
gleichsam  voraus,  den  Blitz  aber  als  eine  überraschende  Erschei- 
nung nach  zu  empfinden.  Dies  habe  ich  aber,  der  grösseren  Un- 
sicherheit dieser  Beobachtungen  wegen,  direct  nicht  constatiren 
können,  auch  stellte  sich  indirect  aus  den  Beobachtungen  eine 
daraus  folgende  Verspätung  —  zu  grosse  Angaben  der  Erschei- 
nungNzeiten  —  nicht  bestimmt  heraus. 

Beobachtungs-Beispiele. 

Als  Proben  und  tlieilweise  als  Belege  erlaube  ich  mir  einige 
Beobachtungsreihen  hier  mitzutheilen.  Ich  würde  mehr  oder  gar 
alle  Beobachtungen  vorlegen,  wenn  sie  dazu  dienen  sollten,  etwa 
eine  Grösse  definitiv  festzusetzen ;  da  sie  aber  an  und  für  sich 
keinen  Werth  weiter  haben,  als  meine  vorläufigen,  subjectiven 

•)  Wollte  man  auch  hier  die  Schätzung  der  Zeitbruchtheile  durch 
Rauiobeobachtang  ersetzen  —  etwa  dadurch,  data  man  die  Lichtblttze 
in  einem  von  aussen  spiegelnden  cylinderartigen  Körper  betrachtete,  der 
als  Grundfläche  einen  Kreis,  als  Deckflächc  aber  eine  Spirale,  wie  ss 
(Taf.  I.  Fig.  2.)  hatte,  und  sich  in  1  Secunde  um  seine  vertikale  Axe  drehte, 
wodurch  die  Blitze  an  verschiedenen  Zehnteln  höher  oder  tiefer  erschie- 
nen: oder  auf  andere  Art,  —  was  hei  wirklichen  Beobachtungen  etw»  mit 
Vortheil  geschehen  könnte,  —  so  würde  man  den  eigentlichen  Charakter 
der  Beobachtungsweise  verwischen. 
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Erfahrungen  zu  bekunden,  so  lasse  ich  sie  der  Raumersparnis» 
wegen  weg. 

A.  Licbtblitze.  [Rad  R  entfernt.  Jedes  Phänomen  öfters 
beobachtet,  um  die  Ueberrascbung  zu  beseitigen,  aufgezeichnet 
erst,  «renn  ich  mich  fest  Oberzeugt  zu  haben  glaubte.  Selbst  ge- 
stellt, ohne  Gehülfen,  bei  I.,  II.  und  IV.  geordnet  in  (a)  nach  den 
Nammera  des  Standes,  in  (b)  nach  den  Angaben.] 
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3) 


Falls  etwa  die  Beobachtungsreihen  I.  oder  II.  zwischen  wirk- 
lichen Beobachtungen  gemacht  wftren ,  so  müssten  sie  zum  Gebrauch 
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etwa  wie  in  (b)  zusammengestellt  werden.  Ob  man  sie  aber  als 
Ganzes  benutzen,  also  für  I.:  JF=  A — 0",033,  ffBr IL :  W=A+ (T.004 
nehmen  solle»  oder  besser  thue,  sie  etwa  im  Einzelnen  an  berfleksich- 
tigeo,  also  (für  I.)  die  Angaben  n",2;  «*3;  n"A;  n'fi;  n",7;  n"fi 
rerkleinern,  die  n"f\  vergrussern,  n",0;  n",5  und  n",9  aber  unverän- 
dert lassen;  bei  II.  aber  die  n",2;  n",3;  n*,4  verkleinern,  »*,6; 
«",7;  »*,8;  n",0  vergrussern,  die  n",5;  n",9  uncorrigirt  beibe- 
halten solle  —  wurde  erst  noch  eine  specielle  Berücksichtigung 
der  Umstände  erheischen,  x.  B.  ob  die  Zehntel  in  den  Angaben 
der  wirklichen  Beobachtungen  ziemlich  gleich  vertreten  seien,  oder 
nur  einzeln  vorkamen  n.  a.  w. 

Ein  Gehülfe  würde  leichter  eine  bessere  Vertheilung  der  Stände 
herbeiführen  könne,  als  es  hier  der  blinde  Zufall  gethan.  Eine 
Beobachtungsreihe,  bei  welcher  der  Gehülfe  etwa  blos  immer 
ganze  Zehntel  stellt  und  der  Beobachter  auch  nur  solche  angibt, 
sieht  viel  glätter  aus,  entspricht  aber  nicht  so  gut  der  Wirklich- 
keit; z.B.  Casselmann  beobachtet,  geordnet  nach  dem  Stande : 
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Mittel:    4=1?+ O'.OOö 


B.  Appnlae.  Ib  den  Beobachtungen  der  Appulse  nach  Art  1) 
fand  ich  noch  keinen  wesentlichen  Unterschied  von  den  Lichtblitz- 
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beobacfatungen  *).  Daher  möge  hier 
Beobachtung  nach  Art  4)  folgen: 


nur  noch  ein  Beispiel  der 
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Mittel:   4  =  W+0",02  ^ 
m  =  0",036  "o 

Appulsbeobachtungen  ohne  Scale  nach  Art  2)  sind  lange  nicht 
eo  sicher,  es  finden  sich  da  die  m  zu  etwa  0",06,  bei  Primarista 

•)  Dagegen  zeigte  «Ich,  Astron.  Nachrichten  1838.  No. 361  and  352, 
bei  AppuUbeobaehtungen  am  Passage -Instrument  die  Persooaldifferens 
weit  bedeutender  als  bei  Licbtblitsen.  Es  scheint  dies  noch  einen  spe- 
cifischen  Grund  in  haben ,  n.  A.  rielleicht  das  längere  Verweilen  der 
Sterne  ron  hoher  Heclination  hinter  dem  Faden.  —  Die  Federpendelbe- 
raagirten  «iumal  mit  dem  Passage-Instrument,  einmal  mit 
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bis  zu  0",09.    Die  Unsicherheit  im  Schätzen  der  Entfernungen  rührt 
natürlich  tarn  grossten  Theile  her  von  der  Schwierigkeit,  das  sich 
Bewegende  an  einem  bestimmten  Punkte  und  in  einem  vorgest hrie- 
^eeen  Momente  zu  tixireu.    Bei  einem  ruhenden  Punkte  ist  die 
Sdiataung  viel  genauer.   Ich  zeichnete  z.  6.  auf  Papier  00  Linien 
rta  der  Länge  eines  Zolls,  Und  hinein  irgendwo  einen  Punkt, 
schätzte  die  Entfernung  desselben  vou  den  Enden  nach  dem  Augen- 
maat*  Euerst  mit  Müsse.    Als  ich  sie  darauf  mit  Zirkel  und 
Maaasstab  mass,  ergab  sich :  A  =  \\  +  0,003  im  Mittel ;  m=0,009. 
Hernach  wurden  dieselben  Linien,  jede  nur  einen  Moment  be- 
trachtet, und  der  Gesaininteindruck  aus  der  Erinnerung  aufge- 
schrieben ;  da  fand  sich  J=JF-0,0fi  und  m-  0,024. 

Darf  ich  nun  aus  den  Beobachtungen  *)  schon  jetzt  einen 
ScMass  ziehen ,  so  scheint  sich  mir  Folgendes  herauszustellen : 

1)  dass  eine  grossere  Abweichung  (eine  oder  mehre  Zehn- 
telsecond en)  in  der  Angabe  eines  Beobachters  von  der  Wahr- 
heit nicht  daran f  beruhe,  dass  es  bei  demselben  etwa  einer  so 
tiel  langem  Zeit  bedarf,  um  den  Schalleindruck  zum  Bewusstseln 
zu  bringen,  als  den  Lichteindruck,  oder  umgekehrt.  Ich  glaube, 
da&8  Licht-  und  Scballeindruck  nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  — 
ia  weniger  noch  als  1  Hundertelsecunde  —  und  wahrscheinlich  in 
gleicher  Zeit,  worauf  es  allein  ankommt**),  zum  Bewusstscin 
kommen  kann,  dass  also  eine  so  grosse  Personaldifferenz  nicht 
etwa  in  der  Einrichtung  der  menschlichen  Organe  oder  der  Seele 
nothw endig  begründet  liege,  dass  vielmehr  ein  möglicher,  in  der 
Sator  begründeter  Unterschied  in  der  Receptionszeit  (zufällige, 
iber  gewiss  seltene  Abnormitäten  abgerechnet)  sich  höchstens  bis 
in  die  ersten  Hundertelsecunden  erstrecken.  —  Weit  über  die  Hälfte 
4er  einzelnen  Beobachtungen  (ohne  volle  Secunde  und  in  Müsse 
brachtet)  weichen  nicht  mehr  als  0",05  von  den  Angaben  des 
h'Struments  ab,  ebenso  liegen  die  (»esatnmtmittel  der  Beobach- 
ten (Abweichungen  einzelner  Beobachtungen,  grösser  als  0^,25, 
die  sporadisch  in  geringer  Menge  vorkommen,  ausgeschlossen) 
fast  alle  innerhalb  der  Grenzen  A=:W Jr0",05; 


*)  Zahlreichere  Beolmrhtungsrelhen  habe  ich  eigentlich  nur  noch 
i  n  Dr.  Canelmann  (zu  Wiesbaden).  Die  übrigen  Ueobachter  beob- 
«btrten  nar  mehr  oder  weniger  gelegentlich  ;  daher  die  Geübteren  und 
federen  Hertelben  nur  durch  eine  geringere  Zahl  von  Beobachtungen 
vertreten  sind. 

")  Xach  Heimholt*  »  Versuchen  pflanzt  «ich  ein  Gefühl  zum  Gc- 
toni  mit  einer  Geschwindigkeit  Ton  ca.  180  Fils«  in  der  Secunde  fort. 
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2)  dass  vielmehr  die  Abweichung,  am  die  es  sich  hier  han- 
delt, ihren  Grand  in  ungleicher  Aufmerksamkeit,  Ueberraschuog, 
mangelhafter  Erinnerung  der  Folge  der  Licht-  and  »Scballphäoo- 
men  u.a.  w.  finde,  ein  eonstanteres  Element  aber  unter  andern  von 
einer  anrichtigen  Angewöhnung  des  Anschauens  und  Schätzens, 
oder  der  Fixirung  verschiedener  Momente  des  Licht-  und  Schall« 
«in  «I  rucks  u.  s.w.  herrühre,  dass  daher  die  Personaldifferenz  durch 
Uehung  nach  einer  Methode,  die  die  begangenen  Fehler  erkennen 
lä*st,  —  wenn  Jemand  die  Zeit  und  Mähe  darauf  verwenden  wollte  — 
auf  ein  Minimum  reducirt  werden  konnte; 

■ 

3)  dass  die  individuelle  Geneigtheit,  von  der  Wahrheit  abzu- 
werben,  nicht  unveränderlich  ist.  Es  fanden  sich  nicht  Mos 
an  verschiedenen  Tagen  verschiedene  Mittel  aus  den  Beohach- 
tnn»sreiben,  bald  A=  W+  >  bald  A=  W—t  sondern  die  Abwei- 
chung war  auch  im  Einzelnen  für  verschiedene  Zehntel  ver- 
schieden und  an  verschiedenen  Tagen  variabel. 

So  hatte  ich  z.  B.  in  Probe  1.  entschieden  die  Geneigtheit,  die 
Stande  n,tf;  «,7;  w,8  zu  hoch  anzugeben,  in  Probe  II.  dagegen 
taxirte  ich  dieselben  Stände  hartnäckig  zu  tief;  in  beiden  aber 
übereinstimmend  die" Stände  »,20;  n,30;  «,40  zu  hoch;  in  beiden 
scheine  ich  in  der  Angabe  die  »,6  gleichsam  ganz  vergessen  zu 
haben,  nährend  das  in  andern  Reihen  anders  ist,  u.  s.  w.  Im 
Allgemeinen  ist  die  Abweichung  beim  Stande  n",0  entschieden  am 
geringsten ,  danach  kommen  die  geringsten  Abweichungen  bei  n",5 
vor.  Dann  folgen  etwa  in  der  Richtigkeit  die  Angaben  des  Stan- 
des n,9  und  Am  fehlerhaftesten  zeigten  sie  sich  bei  den 
Ständen  n,2;  n,3;  n,4  so  wie  nfi;  nt7;  n,8.  Dies  gilt  nament- 
lich, wenn  mau  bei  der  Beobachtung  und  Schätzung  sich  gleich- 
sam dem  Gefühl  überlässt,  wie  es  wobl  geschehen  muss,  wenn 
man  die  vollen  Secunden  mitzuzählen  hat.  Läset  man  die  vollen 
Secunden  unberücksichtigt  und  schlägt  in  Gedanken  gleichsam  den 
Takt,  d.  h.  zählt  man  in  jeder  Secundeetwa  0,  1,  2,  3  (d.h.  *,0;  ^ 
«,25;  wtö;  »,75),  so  scheinen  diese  Stände  am  besten  beobachtet  * 
au  werden;  doch  bleibt,  scheint's,  der  hörbare  Secundenschlag 
immer  der  be*te  Leiter  *). 

Diese  Veränderlichkeit  der  Angabendifferenz  zu  verschiedenen 
Zeiten,  und  Verschiedenheit  und  Veränderlichkeit  fär  verschie- 
dene Zehntel  tindet  sich  auch  bei  wirklichen  Beobachtungen  von 


")  Hiernach  war«-  zu  erwarten,  da««  man  mit  einer  halbe  Secunden 
•rhlugi-nilcn  Uhr  «ii.herere  Beobachtungen  erzielen  könnte,  al«  mit  einer 
gewöhnlichen  Serundennhr. 
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Heintrop  -  uod  Pulversignalen  von  Gauss  und  Golds  chm'idt; 
fcAstro».  Nachrichten  a.  a.  O.  (1838,  No.351  und  352).  Hier 
ergibt  sieh  im  Mittel : 

26.  August,  Gauss  =  Gol  dschnridt,  +  0M4,  m=(T,2«; 

fi  6.  Septbr.        „  „  +  0M9,  m=0",25; 

■  7.     „  tf  „  -CT ,06,  m=0",25; 

.  8      ,,  „  „  +  0",06,  m=0»,23; 

-  9.     „  „  -0*,03,  m=0",26. 

Am  25.  August  finden  sich  (zufällig)  nur  die  Goldschmidtscben 
mit  4,  5,  6,  7,  8,  9  Zehnteln*)  bezeichneten  Beobachtungen  ver- 
treten; bei  diesen  allen  findet  sich  vorwaltend:  Gauss (G)  =  Gold- 
scomidt (@)  + 

Aa  7.  Sept.  findet  eich  bei  den  ©sehen  Angaben  8, 9,  OZehntel :  G=®  + 

2,3,5,6,7   „    „    „ — 
1,  4  „keinZeicb. 

t>  8»  »i      »»     tt   n    tt      »t       »9    1,2,3,5,8  „  G=©+- 

6»  0      ,,    „  „•■— 
4,  7,  9     „kein Zeich. 

•»  9«    n         »*        tt      tt      tt         9t  9t 

■s.  > 

entschieden  vorwaltend. 


3,6      ,.  G=( 
1,2, 4,5, 7,8,9,,  kein  Zeich. 


Durch  die  galvanisch  registrireoden  Uhren  (von  Locke  und 
Lanioot)  —  die  ich  leider  ooch  nicht  aus  eigner  Erfahrung  ken- 
nen zu  lernen  Gelegenheit  hatte  —  wird  die  Sicherheit  der  Beob- 
achtungen ohne  Zweifel  bedeutend  gesteigert,  weil  durch  den 
Wegfall  der  Aufmerksamkeit  auf  die  Zelt  die  geistige  Thätigkeit 
»ei  der  Beobachtung  viel  einfacher,  diese  also  sehr  erleichtert 
*ird.  (Aehnlicb  wie  bei  der  „Art  4)  Appulse  zu  beobachten. ") 

Eine  Personaldifferenz  wird  aber,  wenn  auch  in  engere  Gren- 
zen eingeschlossen,  doch  bleiben,  namentlich  in  soweit  sie  ihren 
Grand  bat  in  Auflassung  verschiedener  Momente  des  Lichtem- 
'Iracke*,  in  Ueberraschung  und  ungleicher  Aufmerksamkeit.  Die 


*)  Welche  Zehntel  et  in  den  Original  -  Beobachtungen  waren.  iat 
»cht  mehr  so  sehen,  da  dieae  hier  arhnn  mit  der  Correction  dea  Uhr- 
nigi  a.  a.  w.  ▼ersehen  aind. 
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Quelle  der  verschiedenen  Zeitschätzung  und  Fixirung  verschiede- 
ner Momente  des  Schalleindracks  wird  wegfallen,  —  dadurch  na- 
türlich auch  die  Veränderlichkeit  fiör  verschiedene  Zehntel,  —  die 
„absolute"  Differens  aber  wird  grosser  sein,  als  sie  bei  den  Be- 
obachtungen „aus  freier  Hand"  zu  sein  braucht,  weil  es  bei  die- 
sen nur  der  Zeit  bedarf,  bis  der  Gesichts*  und  Gehöreindruck  sich 
bis  zum  Gehirn  fortpflanzt,  dort  aber  noch  die  —  wahrscheinlich 
bei  verschiedenen  Individuen  und  in  verschiedenen  Gemütsver- 
fassungen mehr  veränderliche  —  Zeit  hinzukommt,  die  vom  Augen- 
blick des  Bewusstwerdens  des  Gesichtseindrucks  vergeht,  bis  die 
Hand  die  Taste  berührt,  und  da  nach  Helmboltz  bis  zu  etwa 
2  Zehntelsecunden  gehen  soll. 


Schliesslich  kann  ich  nicht  umhin,  den  Wunsch  auszuspre- 
chen, dass  Mftnner,  die  in  solchen  Beobachtungen  geübt  sind, 
auch  einmal  an  einem,  dem  besprochenen  ähnlichen  Instrumente 
Beobachtungen  anstellen  möchten.  —  Das  roeinige  würde  natür- 
lich gern  zn  Gebote  stehen,  um  vorläufig  Erfahrungen  zu  raachen. 
Zu  genaueren  Versuchen  aber  (die  meine  Ansichten  bestätigen 
und  erweitern,  modificiren  oder  verwerfen  würden),  wäre  es  wün- 
schenswert!], dass  der  Eine  oder  Andere,  dem  hinreichende  Fonds 
zu  Gebote  stehen,  sich  ein  eigenes,  von  den  Mängeln  des  mei- 
nigen freies  Instrument,  namentlich  auch  für  „galvanische"  Uhren, 
anfertigen  lasse.  Ich  selbst  hoffe  auch  im  Laufe  der  Zeit,  so 
weit  es  meine  Kräfte  und  Mittel  gestatten,  diese  Beobachtungen 
fortsetzen  zu  können,  um  über  noch  manchen  Punkt  nähern  Auf- 
schluss  zu  erhalten. 
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II. 

Ueber  einige  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Functionen,  nach  „Resum^s  analytiques 
par  M.  Augustin  Cauchy.  A  Turin«  1833.  p.  14." 

Voo 

dem  Herausgeber. 


In  dem  oben  genanoteo ,  vieles  Schöne  enthaltenden  Werkcheo 
hat  Cauchy  für  den  bekannten  Elementar -Satz,  dass  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  von  j,  welche  für  xz=a  verschwin- 
det, durch  x—a  ohne  Rest  theilbar  ist,  einen  einfachen  Beweis 
zegeben,  der  bekannter  zu  seio  verdient,  als  er  zu  sein  scheint; 
zugleich  aber  hat  der  leider  ans  durch  den  Tod  entrissene  grosse 
Mathematiker,  dem  die  Wissenschaft  so  ungemein  Vieles  verdankt, 
daran  verschiedene  Folgerungen  geknüpft,  welche  zu  Sätzen  führen, 
die  zqt  Abkürzung  mancher  Beweise  sehr  geeignet  sind.  Wenn  auch 
Eisiges  hiervon  schon  in  der  Analyse  alge'brique.  Chap.  IV. 
vorkommt,  so  scheint  uns  die  in  dem  oben  genaunten  neueren 
Werkchen  gegebene  Darstellung  bemerkenswert!]  genug  und  na- 
mentlich von  Werth  für  den  Unterricht  zu  sein,  so  dass  wir  es 
(or  zweckmässig  halten,  auf  dieselbe  in  den  folgenden  Mittei- 
lungen aufmerksam  zu  machen. 

I. 

'  Wenn 

X=A„x*  +  Axx*~l  f  A2x»~*  +      +  An-ix  -f  An 

eioe  ganze  rationale  algebraische  Function  des  nten  Grades  von 
zist,  und  man  setzt  in  derselben  y  -f  a  Hör  x,  so  erhalt  man 
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nach  gehöriger  Entwicklung  der  Potenten  von  y  +  a  fiir  X 
bar  einen  Ausdruck  von  der  Form 


X=  B»y*  +  Bitf-1***9- »+••••  +  A-iy+  Bn, 

wobei  zugleich  ans  der  Natur  dieser  Entwickelang  auf  der  Stelle 
ganz  von  selbst  ersichtlich  ist,  dass  jederzeit  Aq=B0  ist  Fahrt 
man  nun  in  den  letzteren  Ausdruck  von  X  für  y  seinen  Werth 
x—a  ein,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  X: 

X=  B0(x— «V  +  Ä,(«-a)«-1+Ä*(*-fl)"-,+—  +  Ä-i(ar-a)+B», 
der  sich,  weil  nach  dem  Obigen  A0=B0  ist,  auch  unter  der  Form 


o 


+  —4— + 


oder  der  Kürze  wegen  unter  der  Form 

Xz=  A0(x—a)Xl  +  ~ 

^0 

darstellen  lässt,  wo  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  (n—  l)sten  Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coeffi 
cient  des  höchsten  Gliedes  offenbar  die  Einheit  ist.  Wenn  nun 
die  Function  X  so  beschaffen  ist,  dass  sie  für  x=a  verschwin- 
det, so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  wenn  man  in  der- 
selben af&r«  setzt,  unmittelbar 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  diese  Grosse  natürlich  von  x 
ganz  unabhängig  ist;  und  es  ist  also  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung fiir  jedes  x : 

1 

X=zA0(x— a)Xl9 

wo  nach  dem  Obigen  Xx  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion des  (»  — l)sten  Grades  von  x  ist,  deren  höchstes  Glied  die 
Einheit  zum  Coeflicienten  bat. 


Digitized  by  Google 


von  den  ganten  rationalen  algebraischen  Functionen.  29 

11. 

Wir  wollen  oon  annehmen,  dass  die  Function  X  fär  jeden 
der »  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werth  e 

Ol»     <>tt     Ol»     «4,  •  ...0« 

too  jr  verschwinde,  so  ist  nach  I.  tuerst 

*o  Jfj  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (« — l)sten 
Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coefficient  des  höchsten 
Gliedes  die  Einheit  ist   Weil  nun  aber  X,  und  folglich  auch 

A0{x— at)Xt 

fir  den  Werth  o*  von  *  verschwindet,  fifr  diesen  Werth  von  x 
iier  ar—  ax  nicht  verschwindet,  weil  nach  der  Voraussetzung  o^ 
und  ungleich  sind ,  so  muss  nothwendig  Xk  (ilr  den  Werth 
>t  von  x  verschwinden,  und  nach  I.  ist  folglich : 

*i=(*— aJX%, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

X  =  A0  (x  —  n4)  (j:— 0%)  X% , 

wo  I,  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (it— 2)ten 
Grades  von  ar  bezeichnet ,  in  welcher  der  Coefficient  des  höchsten 
Gliedes  die  Einheit  ist  •  Nun  verschwindet  X,  also  auch 

Aq{x  —  ax)(x  — oJA*, 

krner  für  den  Werth  ög  von  ;  weil  aber  nach  der  Voraussetzung 
ße  Grössen  alf  o*,  a3  sämmtlich  unter  einander  ungleich  -sind, 
^verschwindet  (x —  ax)(x  —  er2)  für  den  Werth  a9  von  x  nicht, 
rod  es  muss  also  X%  für  diesen  Werth  von  x  nothwendig  ver- 
schwinden, woraus  sich  nach  I. 

=    —  o,)*,, 

JE = Aq(x  -  o,)  (a:  —  Ot)  r>— at) 

tfgfeht,  wo  X%  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
(*— 3)ten  Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coefficient 
4«  höchsten  Gliedes  die  Einheit  ist.  Wie  man  auf  d  lese  Art 
'«Her geben  kann,  ist  klar.    Endlich  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

X  =  A0  (x  —  fli)  (*  —  «t)  f>  —  aB) . . . .  (x — ov^-i)  , 
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- 

wo  Xn-i  eine  ganze  rationale  algebraische  Functioo  des  lsten  GTa- 
des  von  x  bezeichnet,  in  welcher  daa  höchste  Glied  die  Einheit 
zum  Coefficienten  hat.   Nun  verschwindet  aber  X,  also  auch 

A0(x  —  Iii)  (a:— at)  (x  —  Oj) ..  (x— a*-i)  JT«-i , 

auch  für  den  Werth  an  von  x\  und  da  die  Grossen  at9  o*,  Of,.... 
....a«_i,  an  nach  der  Voraussetzung  sämmtlich  untereinander  un- 
gleich sind,  so  verschwindet  das  Product 

(x  —  at)(x  —  a^(x — am) . . . .  (x — 

« 

för  den  Werth  <t«  von  x  nicht,  woraus  sich  ergiebt,  das 8  Jf»_i 
Dir  diesen  Werth  von  *  verschwinden  muss.  Nach  dem  Obigen 
ist  aber  Xn-i  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
lsten  Grades  von  x,  in  welcher  der  Coefficient  des  höchsten  Glie* 
des  die  Einheit  ist,  woraus  sich  ergiebt,  dass  diese  Function, 
welche  fu>  x=an  verschwindet,  nur  von  der  Form  x  —  an  sein 
kann,  so  dass  also 

Xn—l  =  X  —  an, 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

X=z  A0(x— o,)(x— OtXar— a9) ....  (x  —  o«_i)(:r— a») 

ist 

Hiernach  sind  wir  also  berechtigt,  den  folgenden  Satz  auszu- 
sprechen : 

Wenn  die  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  nten  Grades  von  x: 

JT=  AqX*  +  Atx—1  +  +  ....  +  An-ix  +  An 

für  die  n  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe 

«1  >         »     flj  »     «4  ,  ff« 

verschwindet,  so  ist  immer: 

A  s=  i^o    —  o, )  (x  — » o*)  (x — fia) . . . .  (x — ««). 


Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

Die  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
nten  Grades  von  x: 

X = A^x*  +  4*«-»  +  ,4,x— * +  ....+  An-lX + ^w 
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kann  nächstens  fflr  n  ungleiche  Werthe  von  *  ver- 
schwinden. 

Denn  verschwände  X  für  die  n  + 1  ungleichen  Werthe 

tob  x,  so  wäre  nach  II. 

JC=^o(x  —  fli)  (x — Os)(3r — os)  ....  (jf— o«), 

uod  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  X  auch  ßlr  ar=« 
verschwindet : 

* 

was  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  keiner  der  Facto- 
reo  des  Products  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 
verschwindet. 

IV. 

Wenn  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen des  itten  Grades  von  x: 

Aqx"  +  Ai**-1  +  At**-*  +  ....  +  Au-i  x  -f  Amt 
B0x*  +  Bx      1  +  B+r*-*  +         Bm-ix  +  B» 

für  mehr  als  n  ungleiche  .Werthe  von  x  gleiche  Werthe 
erhalten,  so  sind  diese  beiden  Functionen  Identisch 
gleich;  d.h.  die  sämmtlichen  Coetficienten  gleich  hober 
Potenzen  von  x  sind  in  beiden  Functionen  dieselben, 
oder  es  ist: 

Ao~B0f    Ai—Bi,     Ai~B<t,....An—\  —  Bm—\y  Am=Bm» 
Wären  die  Gleichungen 

A0~  B0,   Ai  —  BX9   A%  =  B%, ....  Au—i  —  Bm—i ,   An=z Bn 

nicht  sämmtlich  erfüllt,  so  wurde  in  allen  Fällen 

( A0  -  B0)x*  +  (Ax  -  Bx)x— 1  + .  . .  +  (An-i -  Bn-i)x  +  Au—B* 

nach  der  Voraussetzung  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
von  x  sein,  welche  ftfr  eine  ihren  Grad  übersteigende  Anzahl  un- 
gleicher Werthe  von  x  verschwände,  was  nach  III.  ungereimt  ist. 

V. 

Zwei  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 
x  sind  identisch  gleich,  wenn  sie  fflr  eine  den  Grad 

* 
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* 

einer  jeden  übersteigende  Anzahl  ungleicher  Wertbe 
von  x  gleiche  Wertbe  erhalten. 

Sind  die  beiden  Functionen  von  gleich  hohem  Grade,  so  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  IV. ;  sind  dieselben  dagegen  von  un- 
gleichem Grade,  so  kann  man  sich  die  Function  des  niedrigeren 
Grades  durch  Hinzufügung  einiger  Glieder  mit  verschwindenden 
Coefficienten  jederzeit  zu  einer  Function  von  gleich  hohem  Grade 
mit  der  Function  des  höheren  Grades  ergänzt  denken,  and  hat 
dann  wieder  den  ersten  Fall. 

Anmerkung.  Freilich  würde  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Function  des  höheren  Grades  eigentich  immer  nur 
scheinbar  von  einem  so  hohen  Grade  sein,  da  ja  eben  der  Satz 
aussagt,  dass  sie  mit  der  Function  des  niedrigem  Grades  iden- 
tisch ist,  also  nothwendig  einige  ihrer  Anfangsglieder  verschwin- 
den müssen. 


VI. 

Wenn  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen zweier  veränderlicher  Grossen  x ,  y,  die  im  Allge- 
meinen von  der  Form 

qo  o  o  o 

ioA»  +  Axx—1  +  A*x*-%  +  ....+  Au-l*  +  An 

+  (A«x*  +  Axx*~l  +  A^x*- *  +  ....+  i.-ur  +  Am)y 

+  (Jox"  +  Xx  x—1  +         1  +  ....  +  An-xx  +  J.)y* 

II.    s.  w. 

mm  m  mm 


und 


f  {AjP  f  Atx"-1  +  Am*—*  f  ....  -f  An-\x  i  Am)9m 
B^  +  Bx 1  +  Btx—*  f . . . .  +  A.-ix  +  Bn 


+  (2*0*-  +  Bxx—*  +  J?,*-»  +      +  B—ix  +  Bn)y* 

u.    s.  w. 

+  {Bo**  +         1  +  B^*-*  +  ....+  + 
:nd,    für  eine  n   übersteigende  Anzahl  ungleicher 


L 


ton  den  ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen.  M 


Wertbe  tob  und  'för  *J»4  m  \übe* ateig:#mtde:  A nzahl 
nagle  ich  er  Wertke  von  yf  wie  mann n'Ch  diese  Werth* 
ar  and  unter  Einander  combinsreii  iriarg,  #1 eiche 
Wertbe  erhalten;  so  sind  die  bebdeii  PniLCtionen  jeder- 
zeit einander  Identisch  gleich. 

Wenn 

*1»  *  *i»r"  65/.).. 

respective  die  Werthc  von  xf  y  sind,  für  welche  die  beiden 
Functionen  gleiche  Wertbe  erhalten,  so  kann  man  sich  zuerst  für 
x  «Jen  Werth  ax ,  für  ^  alle  Wertbe  6],  62»  ^a>  ^4»  ^ö»  -  dann 
für  x  den  Werth  o2.  ITfr  y  alle  Werthe  &|,!  A2,  44,  b5,....\ 
för  x  ferner  den  Werth  «8 ,  für  y  alle  Werthe  Oj,  ^  o8,  o4, 
A5  ;  11.  h.  f.  gesetzt  denken,  und  schliesst  dann  aus  IV.  un- 
mittelbar, dass  die  Coeflicienfen  gleich  hoher  Potenzen  von  y  in 
den  beiden  obigen  Functionen  sänimtlich  gleiche  Werthe  erhalten, 
wenn  man  für  x  die  Werthe  qlf  «a,  a3,  a4,  flt,...,  setzt,  woraus 
daou  ferner  wiederum  nach  IV.  folgt,  dass 


o         0        o        n        0        0  <V  0 

A0  —  B0t  Ax~Blt  A^=zB2, An—Bn\ 
111111  11 


II.     S.     W;  ; 
vi         m         m  mm 


A0  —  BQ,   Axr=zBiy   A2  —  &4,  —  ,An  —  Bn 

tot,  die  beiden  Functionen  also  identisch  gleich  sind,  nie  be- 
wiesen werden  sollte. 

Wenn  also  etwa  die  beiden  obigen  Functionen  für« 
alle  positiven  ganzen  Werthe  von  x  und  y  gleiche  Werthe 
erhalten,  so  sind  sie  identisch  gleich,  und  erhalten 
aUo  gleiche  Wertbe,  was  man  auch  für  Werthe  den 
Grössen  x  und  y  beilegen  mag.  lA  j 

Aach  wenn  die  beiden  obigen  Functionen  nur  für 
alle  positiven  ganzen  Wertbe,  von  xt  y,  weJcbe  -gros- 
ser sind  als  eine  gewisse  endliche  positive  Grosse, 
«Wiche  Werthe  erhalten,  sind  sie  identisch  gleich, 
und  erhalten  also  gleiche  Weroth«*,  was  man  auch  für 
Werthe  den  ürossse  11  x  und  //  beilegen  mag. 

Vkcü  XXXI.  '3 
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Aomerkuog.   Die  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  km  ei 
terung  des  obigen  Satze«  auf  ganze  rationale  algebraische  Funk- 
tionen mit  mehr  als  zwei  veränderlichen  Grossen  kann  hier  füglich 
dem  Leeer  überlassen  werden. 

VII. 

Ein  lehrreiches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  vorhergehen 
den  Sätze  liefern  die  folgenden  Betrachtungen. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  för  positive  ganze  Expo 
nenten  ist,  wenn  1  und  p  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  wie 
in  den  Elementen  gelehrt  wird : 

(1  +*)*=  I  +  Wi**  +  Wa*1  +  •  • .  •  +  (*)**\ 

(I  +  &  =  1  +  (,4)^+         + 00,**  +  ....+  r»^. 

Weil  aber  bekanntlich  die  Binomial  •  Coefficienten 

(l)jL+i,    (1)A+*.   (1)1+,,  (l)l+* 

•     '  (f»W>»   0*W*>  0)pH'  (f*V+4  

sämnitlich  verschwinden,  so  kann  man  diesen  Reihen  immer  respee- 
tive  eine  beliebige  Anzahl  der  Glieder 

« 

(1)1+1**+!,  (1)1+1**+*.  (l)l+s^+i.  (A)Ha**+V  •  •  • ; 
Mrt-i**1*  (^W*****,  (*Vr**u+Ä»  (^Wf^*r- 

beifügen,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichungen  Im  Gering 
sten  zu  stören,  und  Obersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  man  sich 
immer  so  viele  dieser  Glieder  noch  beigefügt  denken  kann,  dass, 
wenn  man  das  Product 

(i +*)*(!+  *y 

bildet,  darin  för  jedes  positive  ganze  k  das  Glied 

{ (l)k  +  (l)*-i  0*),  +  (!)*-•(*.),  -+....+-  (1),  OOa-i  +  )** 

wirklich  vorkommt,  oder  dass  man  immer  die  ßr  jedes  *  beste- 
hende Gleichung 

(1  +*)*(!+ 

z=  I 

+-lWi  +  (f*)il* 

+i(i)i+a)i(rtT(M)iUi  * 

+  +  W1OO1  +  Qfcl*» 

n.   *.  w. 

+(a)*+w*-i(i»)i+-WA-i(M)a+-.+(*)i  (rt*-i+(f*)»)** 
+•  
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Ut,  wo,  wie  gesagt,  k  jede  poe#ivt  ganze  Zahl  bezeichnen 

kann. 

Ilacb  dem  binomischen  Lehrsatze  for  positive  ganze  fexpo- 
Deuten  ist  ferner  für  jedes  <r  s 

Weil  aber  die  Biriomial  -  Coeflicienten 

»iwntlich  verschwinden,  so  kanit  man  auch  setzen : 

(I +x)H*»= 1  +  (14  f«)i*+ (Hl*)«*2  +  (*+(*)»*•+....  -f  (A+rt»ar»+  — 
wo  wiedef  *  jede  positive  gfctize  Zahl  bezeichnen  kann. 
Nun  ist  aber  ftlr  jedes  x  bekanntlich 

(l  +  ^  =  (l  +  ^(l  +  ^, 

und  man  hat  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  für  jedes  x 
geltende  Gleichung: 

1  +  (i  +  ,1),  x  +  (*+<*),*«  +  (l+fi)ax»  +  ....+  (A  .... 

=    1  : 
+  !ft>+ ODiM  +  Wx  00.  +  00.) 

u.  e.  w. 

+  t(Q»4  W*-l(f*)i  +  W*-*00.  +  ....  4  Wi  (fi)*-i  +  (u)*}** 

also  ist  nach  den  in  IV.  und  V.  bewiesenen  Sätzen,  da  diese 
Gleichung  für  jedes  x  gilt: 

a (Mi. 

a + <•)• = + Wi  (f»)i + Wi  ((*)«+ . 

u.  «.  w. 

a-fii)tscMk-i- +  «*-»((*)*  + ....  +  u),to*-i  +  «». 

U.     8.  W. 

wo  X,  p,  *  alle  positiven  ganzen  Zahlen  sein  können. 

■  ■  .  * 

«• 
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Setzen  wir  nun  aber  In  der  Gleichung 

(i+^Wk+ftk-iMi  +  <*)*-*(f*)a+....  -f  («,  Wk-x + Wi 

für  alle  Binomial-Coeflicienten  ihre  entw  ickelten  Werths,1  w> 
uimmt  diese  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an : 

1  *i2 .3  •  •  • .  X» 

_iq— l)....q— l  +  l)   *q-l)....q-*+2)  u 

-      t^ä      +     i....(*-i>  i 

.  1(1-1)... .q-*+3)  ^(p-I) 
+       l,..(A-2)       •  1.2 

.  ig-i)....q-*-f,4)  f*»-i)»-2) 

+        1  — 3>        '  1.2.3 


1  i  ' 
U.     8.  W. 

r 


1  fiQ*-l)....Qi-*  +  2) 

..... 

ft(ft-l) ....  Qi— *  +  1) 
+  1  f.  » 

1,  •  •  •  •  /v 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  die  Grossen  auf  den  bei- 
den Seiten  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Gleichung,  wenn 
man  X  und  p  als  veränderliche  Grössen  betrachtet,  unter  der  Form 
der  in  VI.  mit  einander  verglichenen  Functionen  von  x  und  y  ent- 
halten sind,  oder  wenigstens  nach  gehöriger  Entwicklung  immer 
auf  diese  Form  gebracht  werden  können.  Also  gilt  die  obige 
Gleichung  nach  VI.,  weil  sie  für  alle  positiven  ganzen  Werthe 
von  X  und  p  gilt,  für  alle  ganz  beliebigen  Werthe  von  X  und  u. 
und  es  ist  daher  für  jedes  X  und  p,  und  für  jedes  positive  ganze  k: 

(X  -f      =  (l)k  +         ({i^  +  (A)*-3       + . . . .  +  W,  (iih~i  +  O).. 


Die  Bedeutung'  dieser  für  jedes  X  und  u  gültigen  Gleichung  *) 
für  den  Beweis  des  allgemeinen  binomischen  Lehrsatzes  ist  be- 

katint  genug  und  braucht  daher  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

*  '  i  •  '  i 

Es  kam  hier  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  mittelst  der  im 

Obigen  bewiesenen  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen 

Functionen  oft  Sätze,  die  fürs  Erste  bloss  unter  gewissen  Ein- 


*)  Linen  Hllgeincinen  llewci«  dieser  «ehr  wichtigen  Gleichung  durch 
Rechnung  e.  m.  m,  B.  in  meinem  Anheize  Tbl.  I.  Nr  X. 
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«chräofcungeo  oder  unter  Voraussetzung  der  Erfüllung,  gewisser 
besonderer  Bedingungen  bewiesen  worden  sind,  oft  ohne  Weite- 
re« so  völliger  Allgemeinheit  erhoben  werden  können,  was  inr 
Vereinfachung  der  analytischen  Betrachtungen  nicht  selten  wesent- 
lich beiträgt  und  der  Abkürzung  des  Vortrags  forderlich  ist. 


III. 

Stereometrische  Sätze  entsprechend  den  planimetri- 
schen  Sätzen  oder  harmonische  und  anharmonische  Pro- 

portionen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

zu   Munt  t  er.  • 


1.  Fünf  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  mögen  die 
beliebigen  Ebenen  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ABCD  und  abcd  in  den  Punk- 
len  A,  B%  Ct  D,  E  und  a,  b,  c,  d,  e  treffen.  Verbindet  man 
den  Punkt  E  mit  den  Eckpunkten  des  Vierecks  ABCD  und  e  mit 
den  Eckpunkten  des  Vierecks  abcd,  so  ist: 

&AED.&BEC  _  &aed.&bec 
\AEB.\DEC  ~  \aeb. &dec 

\AED.\BEC  9yt.SAED.Pyr.SBEC 
Bewei«.  ^ÄEBT^BEC^ Pyt.  SAEB.Pyt.  SDEC' 

\ned.,±  bec      Pyr.  Saed.Pjr.  Sbec 
&aeb.\d€C  ~  Pyr.  Saeb.  Vyr.  Sdec' 
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Nach  einem  leicht  geometrisch  za  beweisenden  Satze,  „däss 
zwei  dreiseitige  Pyramiden,  welche  einen  gleichen  Körperwinkel 
haben,  sich  dem  Inhalte  nach  wie  die  Producte  aus  den  an  den 
gleichen  Korperwmketo  zusammenstoßenden  Kanten  verhalten'*,  Ist: 

Pyr.  SAED  _  SA.  SD.  SE 
Pyr.  Saed~       Sa.Se.Sd " 9 

Pyj.  SBEC  _  SB.SE.SC 
Pyr.  Sbec  T  ,£b.Se.Sc  ' 

Vy^jSAEB  SA.SE.SB 
Pyr.  Saeb  ~   -Sa .  Se .  SO  ' 

Pyr^SDEC  _  SD.SE.SC 
Pyr.  Srfec  ~  Sd.Se.Sc  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  nach  gehöriger 


Hyr. 


SAED^Pyr.  SBEC  Pyr.  &i*  tf .  Pyr.  S6*c  t  . 
~§AE^Pyr7SDEC Pyr.  Saeft  .  t>yr.  Sde~c=  1 : 1 ' 


somit : 


&AED.&BEC  _  &  aedj_&bec 
\AEB  .\DEC  ^  ^aeb.^dec  j 

Leicht  lässt  sich  einseben,  dass  wenn  an  die  Stelle  des  Vier- 
eck«« ein  2« Eck  tritt,  und  sowohl  durch  Eckpunkte  des  2itEck*, 
als  durch  einen  beliebigen,  in  der  Ehene  des  2nEcks  liegenden 
Punkt  2n  +  J  Strahlen  gelegt  werden,  dass  alsdann  ffir  beliebige, 
die  Strahlen  durchschneidende  Ebenen  das  Product  der  abwech- 
selnd liegenden  n  Dreiecke  des  2* Ecks,  dlvidirt  durch  das  Pro- 
duet  der  übrigen  Dreiecke,  constant  ist. 

2.  SABC  (Taf.  II.  Fig.  2.)  sei  eine  beliebige  Pyramide,  in  die 
Grundfläche  sei  ein  Dreieck  DEF  eingeschrieben;  nach  D,  E,  F 
seien  die  Strahlen  SD,  SE,  SF  gezogen  und  sammtliche  sechs 
Strahlen  durch  eine  zweite  beliebige  Ebene  geschnitten,  welche 
dieselben  in  den  Punkten  o,  b,  c,  d,  e,  f  treffen  möge;  als- 
dann ist:  1 


\ADF.\BED .  IfEC     ^adf.  A  bec .  A  fre 
±ABC.(±l)EFj*     ^    A'fflcTfosfc/)*  " 
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Es  ist  also  da«  Product  der  äussern  Dreiecke,  dividirt  durch  das 
ganze  Dreieck  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  des  innern  Dreiecks 
cti5«Unt.   Der  Beweis  ergieht  sich  leicht  oacb  obiger  Anleitung. 

Der  folgende  Satz  ergiebt  sich  ebenfalls  ganz  leicht:  :,lst 
dem  Dreiecke  abc  (Taf.  11.  Fig.  3.)  ein  anderes  bdf  eingeschrieben, 
die»em  ein  drittes  ghl%  siebt  man  alsdann  durch  die  Eckpunkte 
der  einzelnen  Dreiecke  die  neun  Strahlen,  durchschneidet  diesel- 
ben durch  eine  beliebige  Ebene  und  construirt  die  den  gegebenen 
Dreiecken  entsprechenden  Dreiecke»  so  ist  der  Quotient 

A  abf.  A  beä .&efd. ( & ghi)* 
A  bgh .  A  g*f»  A  dki .  A  ace  •  A  bfd 

für  alle  entsprechenden  Dreiecke  constant." 

Dieser  Satz  iKsst  sich  noch  erweitern.  Zu  bemerken  ist,  dass 
wenn  man  in  obigen  Quotienten  die  Buchstaben  a,  b9  c  u.  s.  w.t 
welche  zur  Bezeichnung  der  Ecken  der  Dreiecke  dienen,  als  Zah- 
len betrachtet*  abf  u.s.  w.  aU  Producte,  dieser  Quotient  =  1  wird. 
Auf  diesen  Umstand  achtend,  wird  man  leicht  auch  IHr  zusam- 
mengesetztere Figuren  die  constanten  Quotienten  aufstellen  können. 


IV. 

Erweiterung  der  Sätze  über  harmonische  und  anharmo- 
nische Proportionen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

•i 

zu   Man «ler. 

«>  .    .  i 


Zwei  beliebige  gerade  Linien  BG  und  bg  (Taf.  H.  Fig.  4.) 
mögen  von  sechs,  von  A  ausgebenden  Strahlen  in  den  Punkten 
B,  C,  D,  E,  F,  G\  b9  c,  rl.  r,  f,  g  getroffen  werden.  Die  auf 
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einander  Mgervden  der  Strahlen  seien  a.  ß,  r>  d,  i.  'AU 

dann  ist:  • j  '    •'- ■        -  •       .•■*..  , 

BÖ.  DE  FG  _  ^ABC  \  ADE^\AFG 
CD,  EF.BG     Ä  ^CÄI  A  ÄEF.  \  ABG 

4^^,  JC>         ^^>f  ^/^.siny. '.^F.  J(V.8in< 
-^C^^sin/S.*^ 

sin  er.  sin y.  sine 

Es  folgt  also  hieraus,  dass 

BC.DE.FG      bc.de. fg 
CD.EF.  BG  cd.ef.bg* 

so  wie  »  • 

ti        A      «   ti*  1  if  I  >  ;S    "  <   '  «  '  i    •  ■(-•■ 

_  ±ab*-&*de •  \afg 
\CDAb£FA,  XttGA  ~  ±cda.  \efu.\bga ' 

l»t  also: 

BD.EC.  FG  =  CG.DF. EF, 

so  ist  auch 

bd.ec.fg  =  cg.  df.  eb. 

Leicht  ist  einzusehen ,  dass  Her  Satz  auch  für  8,  10  u.  s.  w. 
Strahlen  gelte. 

Werden  also  2/i  Strahlen  von  zwei  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten, so  ist  das  Product  der  n  abwechselnd  liegenden  Stücke  der 
Linien  dividirt  durch  das  Product  der  übrigen  »  — 1  abwechselnd 
liegenden  Stöcke  und  der  ganzen  Linie  constnnt. 

Fu'r  fiirvf  Strahlen,  welche  zwei  beliebige  Linien  in  den 
Punkten  BCbüF,  bcdef  treffen,  lindet,  wie  sich  leicht  beweisen 
lässt,  folgender  Satz  Statt:, 

BC.  DE.  FD  _  bc.de.fd 
CD.EF. DB  ~  cd.  e/.db' 

Ein  Ähnlicher  Satz  Insst  sich  für  7  Oberhaupt  2h  —  i  Strahlen 
aufstellen. 
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Sätze  über  das  irreguläre  Tetraedier  *). 

tun 

'  >  •   s     .  «       '   f    .     j     •  i»  -1,  ;■,»*. 

Herrn  Professor  Dr/  üerfi  <  i 

•  •  «  ■      »■  *u  Mnnstcry 


1.  8  atz.  Stehen  tu,,  einem  beliebigen  Tetraeder  zu  ei  Paar 
gegenüberstehender  K;mteu  auf  einander  senkrecht,  «o  steht  aueh 
das  dritte  Paar  gegenüberstehender  Kauten  auf  einander  senkrecht. 

Beweis.  Es  sei  AB  J  DC,  ACT  BD.  (Taf.  II.  F^.  5.)  Um 
za  beweisen,  dass  ADy  B  C  sei,  fälle  man  von  A  und  B  auf  DC 
and  von  vi  und  C  auf  JETZ)  Senkrechte.1  Aus  der  Eigenschaft, 
dass  AB~Y  DC,  ergibt  sieh1/  dass  die  ersteren  Senkrechten  m 
einem  Punkte  E  der  Linie  DC  zusammentreffen,  uiid  ebenso 
ergibt  sich,  dass  die  andern  Senkrechten  fn  einem  "Punkte  G  auf 
der  Linie  BD  £u*auinieii«to*«fen.  Verbindet  man  A  mit  dem 
Durchschnitte  O  der  Linien.  Bl$9  CG,  so  ist  AC(  der  Durchschnitt 
€>r  leiden  auf  BDC  senkrecht  stehendeu  Ebenen  AGC  und  AEB, 
mtfbin  steht  AO  auf  cler  Ebene  BDC  senkrecht.  Verlängert 
mau  nun  noch  die  Linie  QQ  bis  xuin  Durchschnitte  H  mit  BC9 
so  ist,  da  DHJBC,  auch  J#J#C-  Die  Linie  BC  steht  also, 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ADH  senkrecht,  somit  BCJ  AD. 

iL  Satz.  Stehen  in  einem  Tetraeder  ABCD  zwei  gegenüber- 
•tebende  Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  schneiden  sich  jedes- 
mal die  von  den  beiden  Endpunkten  einer  der  Kanten  auf  die  gegen- 
überstehenden Seitenflächen  gefällten  Senkrechten  in  einem  punkte. 

■  ,         ,        ,  i  i  r  f 

•)  Atim  der  ia  Kürze  «M-^r.hciaendea  ...SlrreymHlrie  vom  lieft 
•  n  d  .Jgeefc  weiler.1  i    Ii  t.  r 
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Steht  AC  (Taf.  II.  Fig.  5.)  auf  BD  senkrecht,  so  werden  die 
Perpendikel  von  A  und  C  auf  BD  diese  BD  in  einem  Punkte 
G  treffen.  Leicht  ist  hiernach  einzusehen,  das*  die  Ebene  des 
Dreiecks  AGC,  welche  auf  BD  senkrecht  steht,  sowohl  das 
Perpendikel  von  A  auf  DBCf  als  von  C  auf  ADB  enthalten 
müsse,  dass  also  die  beiden  Perpendikel  sich  noth wendig  schnei- 
den müssen.  Ebenso  werden  sich  die  beiden  andern  von  B  auf 
ADO  und  von  D  auf  ABC  gefällten  Perpendikel  für  sich  schneiden. 

3.  Satz.  Durchschneiden  sich  die  von  den  Endponkten  einer 
Kante  auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflächen  gefällten  Per- 
pendikel in  einem  Punkte,  so  steht  jene  Kante  auf  der  gegen- 
überliegenden Kante  senkrecht. 

4.  Satz.  Durchschneiden  sieb  in  einem  Tetraeder  zwei  Hohen- 
perpendikel,  so  schneiden  sich  auch  die  beiden  übrigen.  —  Leichte 
Umkehrung  des  vorhergehende«  Satze*. 

5.  Satz.  In  einem  Tetraeder,  dessen  gegenüberstehende 
Kanten  paarweise  aufeinander  senkrecht  stehen,  durchsehneiden 
sich  saramtliche  Höhenperpendikel  in  einem  Punkte. 

6.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  drei  Hüben- 
perpendikel in  einem  Punkte,  so  geht  das  vierte  Hfthenperpen- 
dikel  durch  denselben  Punkt*). 

Beweis  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Sätze  leicht 

7.  Satz.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  E  und  F 
(Taf.  II.  Fig.  6.)  zweier  gegenüber  stehender  Kanten  AB,  CD  eines 
Tetraeders  balbirt  jede  durch  dieselbe  und  durch  zwei  andere 
gegenüber  stehende  Kanten  gehende  Gerade. 

Beweis.  Die  Linie  BG  treffe  die  Verbindungslinie  EF  der 
Mittelpunkte  Et  F  der  Seiten  AB,  DC  in  O,  die  gegenüber- 
stehenden Kanten  in  G  und  H.  Zum  Beweise,  dass  GO-=.OH 
sei,  denke  man  sich  durch  die  beiden  windschiefen  Kauten  AC, 
BD  Parallelebenen  construlrt  Legt  man  nun  durch  einen  der 
Halbirungspunkte,  etwa  E,  eine  parallele  Ebene  mit  jeneq  beiden, 


*)  Im  zweiten  Rande  des  Crelle'scben  Journals  findet  «ich  auf 
$eite  97.  der  von  Steiner  aufgestellte  Satz:  „Fallet  man  aus  den 
Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  auf  die  gegenüberliegenden  Sei  ton  - 
ebenen  Lothe,  so  schneiden  diese  vier  Lethe  einander  im  Allgemeinem 
nirlit.  Schneiden  sieh  aber,  in  einem  besonderen  Falle,  irgend  zwei 
derselben,  so  schneiden  srfe  vier  einander  in  einem  and  demselben 
Punkte. 14    Dieser  allgemein  «nf gestellte  SaU  ist  offenbar  oeriefattprv 
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so  mu8s  dieselbe  offenbar  auch  durch  den  andern  Halbirungspunkt 
F  gehen.  Es  geht  somit  diese  Ebene  sowohl  durch  die  Linie 
EF,  als  auch  durch  den  Punkt  O  nnd  halbirt  also  auch  die  GM 

in  O. 

Zusatz.  Legt  man  durch  die  Verbindungslinie  EF  eine  be- 
liebige Ebene,  so  halbirt  jene  Linie  das  durch  den  Durchschnitt 
mit  den  Seiten  entstehende  Viereck,  —  Der  Beweis  leicht. 

Bemerkung.  Der  obige  Satz  Iftsst  sich  auch  so  ausdrücken : 
Durchschneidet  in  einem  windschiefen  Vierecke  eine  gerade  Linie 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zweier  gegenüberstehender 
Seiten  und  zugleich  die  beiden  andern  gegenüberstehenden  Seiten 
de«  Vierecks,  so  wird  dieselbe  von  jener  Verbindungslinie  halbirt. 

8.  Satz.  Jede  durch  die  Verbiwtogslinie  der  Mittelpunkte  E 
und  F  (Taf.  II  Fig.  7.)  zweier  gegenüber  Stehender  Kanten  eines 
Tetraeders  gelegte  Ebene  GEHF  halbirt  das  Tetraeder. 

Beweis.  Man  verbinde  B  und  C  mit  E,  A  und  D  mit  F. 
Da  die  von  den  Endpiinkien  der  in  E  aal  bitten  ILinie  AD  auf  die 
durch  E  gehende  Ebene  GEHF  gefällten  Perpendikel  einander 
gleich  sind,  so  haben  die  beiden  Pyramiden  AEHF  und  DGEF 
gleiche  Hohen,  und  da  sie  nach  dem  vorhergehenden  Satze  auch 
noch  gleiche  Grundflächen  EUF  und  GEF  haben,  so  int: 

tt)  Pyramide;  AEHF ^  GDJBF , 

ebenso  ist: 

(2)  Pyramide  BEFG  =  ECHF. 

Es  ist  aber  Pyramide  AFDB  =  \ACDB  =  BDCE,  folglich,  wenn 
man  von  der  ernten  und  dritten  das  gemeinschaftliehe  Stück  BEF& 
wegnimmt : 

(3>  Pyramile  AEFBssDEFC. 

Durch  Adcjitlon  von  (1),  (2),  (3)  erhalt  man: 

AB  GEFÜ  57  CDGEF tt*  "' 

Odev  einfacher: 

:UßCP^4ßDF^  AßPFQ+EFDG  =  AB  EEG  YEFUA 

=:AHFGB,  t 
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VI. 

Zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

dmz        ■  rf*"r 


■ 

Von 


dtm  dxm 


> 

Herrn  Doctor  A.  Weiler, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Bürgerachule  an  Mannheim. 


Im  dreissigsten  Theile  diesen  Journals  (S.  335.)  hat 
Herr  Spitzer  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differential- 
gleichung 

dmz  dmz 

amdv»  =  *  dä* 

entwickelt-  Dies  Integral  aeigt  sich  in  der  Form 

* 

wo  n  aus  der  Gleichung  pm  =  1  zu  bestimmen  ist  Ich  mochte 
hier  ein  anderes  Verfahren  in  Erinnerung  bringen,  was  vielleicht 
noch  schneller  die  angegebene  Integralform  liefert  und  doch  auch 
in  unzähligen  anderen  Fällen  eine  Anwendung  zula'sst»  wo  der 
▼on  Herrn1  Spitzer  eingeschlagene  Weg  nicht  mehr  zum  Ziele 
führen  würde. 


. «  « 


Ich  setze  zunächst  2  =  xm~l .  ix ,  wo  tj  eine  Function  von  t 


—  1 

und  .r.  =  -  —  sein  soll.    Darau»  findet  man; 
sc 
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S=—£|t,  +  3(».-3)x-.g!i+3(m-2)(«-3)^-.gi 

+  (m-l)(m-2)(m-3)i— «i,. 


ud,  wenn  man  so  fortfahrt,  endlich  auch: 


I 


Die  angegebene  Transformation  verwandelt  demnach  die  vorlie- 
gende lineare  Differentialgleichung  in  eine  andere,  deren  Coeffi- 
«enteo  beständig  sind.    Man  erhalt  nämlich: 

s  r 

dmzx  dmzx 

Das  Polynom  amtm  —  jrxm  —  0  lagst  sieb  in  m  verschiedene 
Faktoren  von  der  Form  aut — xx  zerlegen.  Daraus  folgt  bekannt- 
lich, das«  man,  um  die  transformirte  Gleichung  zu  integriren,  die 
Summe  aller  Integrale  zu  nehmen  habe,  welche  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung: 

dzx  dzt 
n(A~dl-~ 


toUprechen,  wenn  die  m  Wurzeln  der  Gleichung  nach: 
and  nach  an  die  Stelle  von  4*  treten.    Als  Integral  hat  man  hier  : 

'  '  *  1 .  1 


zts=9(t+<rfuri)  oder  $  =         a>((  —  *£)9 

wd  fto  gelangt  man  dann  wieder  zu  der  obigen  Integralforra : 

au  au*  au* 


:  = 


;  1 


» 


'1  >  ■  ■■ 
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VII. 

•  ■ 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Doctor  Paul  Escher, 

Privatdoiciitcn  der  Mathematik  am  achweiterisckea  Polytechnikum 


»  ■ 
»  ■ 


zu  Zürich. 


Aufgabe. 

Durch  eine  Ecke  C  eines  gegebenen  Dreieck»  ABC 
(Taf.  II.  Fig.  8.)  eine  Gerade  so  zu  legen,  dang  die  auf 
>ie  von  den  beiden  andern  Ecken  A  und  ß  gefällten 
Perpendikel  mit  ihr  und  mit  den  in  der  ersten  Ecfce 
zusammenstoßenden  Seiten  AC  und  BC  beziehungs- 
weise gleicbgrosse  Dreiecke  einscbliessen. 

Vorbemerkung.  Im  Februarhefte  1858  der  „Nouvelles 
annales  de  matbematiques"  findet  sich  diese  Aufgabe  mit 
der  folgenden,  von  Herrn  Legrandais  aufgestellten  Losung: 

„Man  ziehe  in  die  Mitte  D  der  Seite  AB  die  Transversale 
CD,  mache  DE=*DF=DC  und  ziehe  endlich  CE  und  Ct\  so 
stellt  jede  der  beiden  letzteren  Linien  eine  Lage  der  gesuchten 
Geraden  vor." 

Diese  Lösung,  welche  in  dein  Fall,  wo  der  Winkel  ACB  ein 
rechter  ist,  kein  eigentliches  Resultat  liefert,  fuhrt  sonst  nur 
auf  zwei  der  gesuchten  Geraden  entsprechende  Linien,  und  zwar 
auf  zwei,  die  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  die  beiofe  zu- 
gleich ausserhalb  oder  innerhalb  des  Winkels  ACB  fallen,  je 
nachdem  letzterer  ein  spitzer  oder  stumpfer  ist. 

Dass  ausser  den  so  gefundenen  Geraden  aber  noch  zwei  der 
Aufgabe  entsprechende  existiren  können,  welche  auch  senkrecht 


- 
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auf  einander  stehen,  wovon  jedoch  die  eine  ausserhalb,  die  andere 
inoerhalb  des  Winkels  ACB  au  liegen  kommt,  —  davon  überzeugt 
■an  sieb  leicht,  indem  man  zwei  dem  Inhalte  nach  gleiche  Keeht- 
ecke  ADCJ  und  CEBG  so  au  einander  fügt,  wie  es  in  Taf.  II. 

9.  geschehen,  und  nun  noch  die  Geraden  AB,  AC  und  BC 
;ieht,  wodurch  (Ins  Dreieck  ABC  entsteht,  für  welches  die  durch 
die  Spitze  C  gehenden  und  auf  einander  senkrechten  Geraden 
JC  und  DG^ ebenfalls  die  in  unserer  Aufgabe  ausgedrückte  Eigen- 
schaft besitzen. 

» 

Allem  Anscheine  nach  Ins**  sich  aber  dieses  zweite  System 
von  Geraden  nicht  so  leicht  auffinden,  wie  das  erste.  Auch  zeugt 
bievon  die  im  Januarhefte  1856  der  „Nouvelles  annales  de 
Mathe*  matiques**  von  Herrn  Challiot  gegebene  Constrnction, 
welche,  auf  eine  trigonometrische  Betrachtung  gegründet*  eine 
Linie  des  zweiten  Systems  liefert.  —  Leider  ist  diese  Construction 
nicht  richtig  vollendet  worden,  indem  «ich  schliesslich  in  dieselbe 
rin  kleiner  Fehler  eingeschlichen  hat ;  gleichwohl  bietet  sie,  rieh* 
tig  vollendet,  —  wodurch  sie  in  wenig  complicirterer  Form  er- 
scheint —  einen  abermaligen  Beleg  dafür,  dass  selbst  die  Lehren, 
der  Trigonometrie  in  der  geometrischen  Analysis  eine  schone  An- 
wendung finden  können. 

Auf  eine  andere  trigonometrische  Betrachtung  gestützt,  habe 
ich  die  nändiche  Aufgabe  zu  lösen  versucht  und  eine  Construction 
erhalten,  welche  beide  Systeme  von  Geraden  zugleich  gibt. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Construction  übergehen,  wollen  wir 
zunächst  annehmen,  dass  der  Winkel  ACB  unseres  gegebenen 
Dreiecks  ein  Rechter  sei.  Fällen  wir  alsdann  (Taf.  II.  Fig.  10.  und 
Fig.  II.)  auf  eine  beliebig  durch  C  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkel*  ACB  gezogene  Gerade  von  A  und  B  aus  die  Senkrech- 
ten AD  und  BE,  und  bezeichnen  die  spitzen  Winkel,  welche  die 
Seiten  AC  und  BC  des  Dreiecks  ABC  mit  jener  Geraden  bil- 
den, durch  a  und  ß,  so  finden  wir,  weil 

0  +  0  =  90°,  also  2« +  20=180°, 

i 

ein  2«  =r  *iii3/9 

ist.    Da  ferner 

der  Inhalt  vom  Dreieck  ACD=z\AC*.*in2a 

und   M      „      „  „ 

m  folgt  hieraus,  dass  nur,  wenn  AC—BC,  d.h.  das  Dreieck 
ABC  zugleich  gleichschenklig  ist,  —  dann  aber  stets  —  die  Drei- 
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ecke  AÜD  MA  BCE  einander  gleich  sind,  Somit  wird,  ween 
Winke!  ACB  ein  Rechter  ist,  die  Aufgabe  hn  A gemeinen  keine 
Liisung  zufassen,-  in  dem  besonderen  Falle  jedoch,  als  das  Drei* 
eck  ABC  zugleich  gleichschenklig  ist,  j«*de  durch  C  gelegte  Ge- 
rade unserer  Aufgabe  genügen. 

Ebenso  leicht  läset  sieh  beweisen,  dass  wenn  Winkel  ACB><W 

und  ausserdem  AC=  BC  ist,  die  vier  durch  f?  gehenden  Gera- 
den DE,  FG,  HJ  und  KL  (Taf.  II.  Fig.  12),  welche  den  vollen 
(d.h.  aus  vier  Rechten  bestehenden)  Winkel  bei  C  in  acht  gleiche 
Theile  zerlegen  und  wovon  eine  zugleich  den  Winkel  ACB  hal 
Mrt,  unsere  gesuchten  Linien  sind.  Es  braucht  somit  unser« 
Aufgabe  nur*  noch  nnter  der  Voraussetzung  gelftst  zu  werden,  wo- 
nach weder  Seite  AC^BC,  noch  Winkel  /fC#=90°  ist  üriter 
dieser  Voraussetzung  bediesen  wir  uns  aber  folgender  . 

ConstTttetion.  (Taf.  III.  Fig.  1.)  Beschreibe  um  die  grüs* 
sere  der  Seiten  AC  und  SC  (hier  AC)  als  Durchmesser,  einen 
Kreis,  verlängere-  —  wenn's  nüthig  ist  —  die  kleinere  Seite  (hier  \BC) 
so  weit*  bis  sie  die  Kreislinie  in.  einem  weiteren  Punkte  '  £*) 
trifft,  ziehe  Halbmesser  DE  und  mit  ihm  durch  .C i eioe  Parallele 
FG,  beschreibe  ferner  aus  C  mit  Halbmesser  ßC  einen  Kreis 
bogen,  welcher  die  vorhin  gezeichnete  Kreislinie  in  den  Punkten 
//und  J  schneidet,  ziehe  sodann  die  Gerade  HJ,  welche  d»** 
AC  in  einem  Punkte  K  schneidet,  beschreihe  hernach  mit  Halb- 
messer CK  einten  Kreisbogen,  welcher  die  Gerade  FG  in  den 
Punkten  L  und  M  schneidet,  ziehe  AL  und  AM  und  parallel  mit 
letzteren  beiden  Geraden  die  Durchmesser  NO  Und  PQ  und  le<*e 
endlich  dorch  C  die  vier  Geraden  Aß,  OS,  PT  und  ^€7  *«>„ 
das*  sie  ausserdem,  noch  beziehungswcUe  durch  die  .Punkte 
N,  O.  P  und  Q  geben,  so  wird  jede  dieser  vier  Geraden  |inse~ 
rer  Aufgabe  genügen.  .  , 

Beweis.  1.  Um  darzuthun,  dass  die  Linie  NR  unserer  ge- 
suchten Geraden  entspricht,  dörfen  wir  nur  die1  Geraden  JC  und 
AN  ziehen  und  BV  parallel  zu  AN  machen,  wodurch  die  recht- 
winkligen Dreiecke  ACN  und  BCV  entstehen,  deren  hei  C  lie- 
gende Winkel  wir  der  Kürze  wegen  durch  a  und  ß  bezeichnen 
wollen.    Alsdann  verhalt  sich  : 

  i 

*)  Wäre  in  untrer  Fjpnr  der  Winkel  ACB  stampf,  tn  roüatte  die 
Seite  BC  über  C  hinHiia  verlängert  werden',  um  die  RreinJlrile  iiotiK'  in 
einem  weheren  l'unkte  -ehntideü  zu  kdui.cn. 
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Escher: 

AC*:BC*^AC*:CJ*=AC:CK==ACzCL 

—  sin  ZI  ALC\  sin  Z  C^L  -  sin  ^  iVDJE :  sin  Z  ^/>iV 

*  *  * 

=  sin  20:  sin  2a; 

♦ 

fol glich  ist 

^Cf.sin2«=  BC*.  sin20, 

also  auch 

i^C*.  sin  2«  =  iÄCa.sin2/J 

oder 

w.  z.  b.  w. 

II.  Um  zu  zeigen,  dass  die  Linie  PT  die  in  unserer  Auf- 
gabe ausgedrückte  Cigenscbaft  besitzt,  ziehen  wir  ferner  AP  und 
machen  BX  parallel  zu  AP9  wodurch  wir  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ACP  und  BCX  erhalten,  deren  bei  C  liegende  Winkel  wir 
durch  y  und  8  bezeichnen  wollen.  Alsdann  verhält  sich  wiederum : 

AC*:Bq*  =  AC*:CJ*=  AC:CK=AC:CM 

=  sin  Z.AM  C:  sin  j<LCAM=  sxn^PDE:  tin^ADP  •) 

=  sin2$:sin2yi 


/!Ca.sin2y  =  /?C*.  sin  2d, 
J^C*.sin2y=:  JßC*.sin2d 


ist 
»Uo  auch 


,  &ACP=&BCX. 

III.  und  IV.  Da*s  endlich  OS  und  E7Q  zwei  unserer  gesurf- 
ten Geraden  entsprechende  Linien  sind,  können  wir  entweder 
ähnlich  den  in  Nr.  I.  und  II.  geführten  Beweisen  tlarthuu  oder  ein- 
facher dadurch,  dass  wir  uns  auf  diese  bereits  geführten  Beweise 


Ziehen  wir  nämlich  die  Geraden  AO  und  AQ  und  diesen  paral* 
lel  die  Linien  BW  und  BY,  so  sind  die  dadurch  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ACO  und  BCW  einander  gleich,  weil 
sie  beziehungsweise  den  nach  Nr.  1.  einander  gleichen  Dreiecken 
ACN  und  BCV  congruent  sind.    Ebenso  sind  die  weiter  dadurch 


•)  E»  ut  iMuilkh  *'m  jZPDE=*ios£ AJff,  weil  jLPDE\AMC==.  180°. 
XXXI.  4 
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entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  and  BCT  einander 
gleich,  weil  sie  beziehungsweise  den  nach  Nr.  II.  einander  glei- 
chen Dreiecken  ACP  und  BCX  congruent  sind. 


I.  Im  24sten  Theile  dieses  Archivs  hat  Herr  Professor 
Brey  mann  ein  Verführen  bekannt  gemacht,  die  Lage  eines 
Punktes  auf  den»  Felde  gegen  zwei  andere  gegebene,  aber  unzu- 
gängliche Punkte  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  beweist  zu  förderst 
folgende  zw  ei  Sätze  : 

1)  Wenn  man  in  einem  £k  ABC  (Taf.  IV.  Flg.  I.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  nicht  parallel  zu  AB,  dann  die  Linie  DE  hal- 
birt  in  Ft  und  die  Linien  AE,  DB  und  CF  zieht,  so  schneiden 
sich  diese  nicht  in  einem  Punkte. 

2)  Wenn  man  in  einem  A  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  parallel  zu  AB,  die  Linie  DE  halbirt  in  F9 
und  die  Linien  AE>  BD  nnd  CF  zieht,  so  schneiden  sich  diese 
in  einem  einzigen  Punkte« 

Dann  macht  der  Verfasser  von  diesen  Sätzen  für  die  Auf- 
nahme mit  dem  Messtische  folgende  Anwendung: 

Wenn  AB  irgend  eine  unzugängliche  Linie  auf  dem  Felde, 
DE  das  verjüngte  Bild  derselben  auf  dem  Messtische  und  C  irgend 
einen  Punkt  auf  dem  Felde  bedeutet,  dessen  Position  auf  dem 
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Mystische  bestimmt  werden  soll,  so  stelle  man  den  Messtisch 
in  C  auf,  so,  dass  DE  nach  Aogenmaasse  mit  AB  parallel  sei, 
Ubire  DK  in  F,  visire  Über  D  nach  A,  über  £  nach  H,  ziehe 
die  Strahlen  in  beiden  Richtungen  rückwärts,  bis  sie  sich  in 
irrend  einem  Punkte  des  Messtisches  durchschneiden,  verbinde 
&seo  Durchschnittspunkt  mit  dem  Punkte  F  mittelst  einer  Ge- 
raden und  ziehe  die  Visirlinien  Ober  D  nach  B  und  über  E  nach 
A  tof  dem  Papiere ;  danu  entsteht  in  der  Regel  ein  Fehlerdrei" 
eck,  welches  anzeigt,  dass  die  Linie  DE  auf  dem  Papiere  mit 
der  correspondirenden  Linie  AB  auf  dem  Felde  nicht  parallel, 
folglich  der  Tisch  nicht  richtig  orientirt  ist.  Um  den  Fehler  zu 
entfernen,  drehe  man  den  Messtisch  nach  der  geeigneten  Rich- 
tung und  wiederhole  die  angegebene  Constrtiktion  so  lange,  bis 
fos  Fehlerdreieck  ganz  verschwunden  ist.  Nach  ein  Paar  Ver- 
suchen wird  dies  in  hohem  Grade  gelingen,  die  richtige  Orient!- 
rang  wird  hergestellt  und  der  zuletzt  erhaltene  Dnrchscbnittspunkt 
der  Visirlinien  DA  und  EB  auf  dem  Papiere  ist  das  verjüngte 
Bild  des  Standpunktes  C  auf  dem  Felde. 

So  richtig  auch  jene  Satze  in  der  Theorie  sind,  so  unstatt- 
haft ist  in  der  Praxis  die  Anwendung  derselben  auf  die  Aufnahme 
mit  dem  Messtische  aus  folgender  Ursache: 

In  der  Praxis  wird  bei  Aufnahme  ganzer  Gemeinden  mit  dem 
.Messtische,  —  hei  welcher  Arbeit  die  vorliegende  Aufgabe,  das 
Potbenot'sche  Problem,  überhaupt  die  complicirteren  Aufgaben 
der  Intersektionsmethode  zur  Anwendung  kommen,  —  stets  eine 
starke  Verjüngung  gebraucht.  Beim  österreichischen  Kataster 
repräsentirt  1  dd  Zoll  am  Papier  40  Klafter  auf  dem  Felde,  was 

eine  Verjüngung  von  ^ggg  ausmacht.     Es  sind  zwar  Fälle  bei 

Aufnahmen  von  Städten,  in  welchen  1"  zu  10°  gerechnet  wurde, 

1 

*as  einer  Verjüngung  von  ^jj  gleichkömmt;    aber  bei  Vermes- 

gongen  von  Städten  kann  von  der  Intersektionsmethode  kein  Ge- 
brauch gemacht  werden,  indem  eine  freie  Aussicht,  das  wesent- 
lichste Element  dieser  Methode,  nicht  vorhanden  ist.  Auch  einzelne 
Haugründe  und  einzelne  Grundstücke  werden  zu  besonderen  Zwecken 
>o  einem  grosseren  Maasstabe  aufgenommen ;  allein  bei  einer  sol- 
chen Aufnahme  von  geringer  Ausdehnung  reicht  man  mit  dem 
Vorwärtsabschneiden  aus  ein  Paar  Standpunkten  immer  aus,  so 
das«  man  nie  in  die  Lage  kommt,  von  den  complicirteren  Stand- 
Bestimmungen,  die  jedenfalls  mehr  Zeit  nnd  Mühe  in  Anspruch 
nehmen,  Gebrauch  machen  zu  müssen.  Wenn  aber  DE  gegen 
AB  sehr  klein  angenommen  wird,  dann  wird  auch  CD  gegen  CA 

4« 
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und  CE  gegen  CB  sehr  klein,  folglich  wird  Dß  mit  CB,  und 
EA  mit  CA' nahe  parallel,  und  CDOE  von  einem  Parallelogramme 
sehr  wenig  verschieden ;  demnach  geht  die  Linie  CF  verlängert 
sehr  nahe  bei  O  vorbei,  und  das  Fehlerdreieck  wird  sehr  klein, 
selbst  dann,  wenn  der  Winkel  zwischen  DE  und  Aß  viele  Grade 
beträgt.  Ist  die  Verjüngung  so  gross,  wie  man  sie  in  der  Praxis 
gewöhnlich  anwendet,  so  schrumpft  das  Fehlerdreieck  vollends 
zu  einem  Punkte  zusammen ;  folglich  ist  es  durchaus  nicht  geeig- 
net, den  Fehler  in  der  Orientirung  des  Messtisches  zu  erkennen 
zu  geben. 

Um  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  zu  beweisen;  wollen  wir 
aas  O  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  auf  die  verlängerte  CFein  Lolh  OP  ziehen 
und  die  Länge  desselben  berechnen.  Es  seien  a,  b,  c,  A,  ß,  C 
Seiten  und  Winkel  des  &ABC,  ebenso  a' ,  ö' ,  c' ,  A' ,  ß' ,  C 
die  gleichliegenden  Bestandteile  des  A  CDE,  wobei  zu  bemer- 
ken ist,  dass  C  in  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlich  ist;  ausser- 
dem seien  z,  a,  ßt  m,  n,  u,  v  die  in  der  Zeichnung  bezeichne- 
ten Winkel,  endlich  DO=M,  CO  =  r,  und  wenn  ÜO'\\CE 
gemacht  wird,  CO'  =r' ,  so  bat  man  aus  dem  &ABC: 

Sin  A  Sin  ß 

a~cSinC'  6==cSh7C' 

ferner  ist 

A'  =  A  +  z,   ß*  =  B  —  z, 
und  aus  dem  A  CHE : 

a  "C  Sin  6"    0  ~~ C  SinC  ' 
ferner  ist  aus  dem  &ACE  und  &BCD: 

a'SinC  _  A'SinC 

dann  ist 

m=zA'  —  a,   n=B'  —  ß, 
und  aus  dem  &DEO: 

N—t1  ,Sinm  ; 
Sin  (wi  -f  «) ' 

ferner  ist  aus  dem  A  CDO  und  A  CDO' : 

M$w(A'  +  n)  a*  Sin  C  MSw(A'  +  n) 
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dem  \  COP: 

OA>=rSin(ti— 1>). 

Durch  diese  Reihe  von  Gleichungen  kann  OP  für  beliebige 
Werthe  von  A,  ß,  c,  c* ,  z,  welche  nach  der  Natur  der  Sache 
innerhalb  gewisser  Grenzen  willkührlich  gewählt  werden  können, 
stets  berechnet  werden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  &  gegen 
c  sehr  klein  ist,  kann  man  anstatt  dieser  ganz  strengen  Aus- 
drucke Näherungsformeln  einführen,  welche  unbeschadet  der  Ge- 
nauigkeit des  Resultates  eine  grossere  Uebersicht  gewähren.  Man 
erhält  nämlich  mit  hinreichender  Genauigkeit: 

«  =  xSinC,  0=-SinC; 
o  a 

,  Sin  (;*'—«)       ,   Sin^  —  cCos^ 
m~c  Sin(C+of+/J)  —  c  SinC+(«  +  /S)CosC 

_  $SinA'  1-«Cotg^# 
"~C  SinC'l  +  Ca+^Col^e5 

und  wenn  man  die  Division  verrichtet  und  bei  der  ersten  Polenz 
von  a  und  ß  stehen  bleibt,  wird  nach  einer  leichten  Reduktion  : 

Sin  B'  CosC, 
M  =  a  ll-«sln^SinC--PsiirCJ- 

Ferner  ist 

MS\n(C+ß)  q'SinC 
tg  u  -  tg  v  -  b,  +  M  Cog  ( c  +  ß)  -  b,  +  a,  Cos  c 

_  M{b'  +a$ Cos O  (Sin  C-f  ß Cos  Q  -  a'  Sin C(6' +flf Cos C- MßSinQ 

{6'  +    Cos  (C-f  ß))  (6'  -f  a'  Cos  C) 

Mo'j3  +  AfA'ftCo8C+(flf~fl06'StnC 
—    (6'  +  tfCos(C-r-ft)(6'+a'CosC)  * 

Setzt  man  im  Zähler  dieses  Ausdruckes  anstatt  M  den  oben  ge- 
fundenen Werth,  behalt  aber  in  der  Entwickelung  nur  die  erste 
Potenz  von  a  und  ß  bei,  so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Re- 
duktion : 

1  *  M  ~ tg  "  ~  (*'  +     Cos  ( C  +  ft)  (6'  -f  a '  Cos  C)  * 
Berücksichtigt  man  ferner,  dass  aus  dem  »\  C7M'  —  §|""TP"  =  «' 
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ist,  ferner  aus  dem  A  CDO  und  CDO' ....  rr«iP2*'+AfCo8(C+Di 
r'  Cos  r  =  o' +  n' Cos  C\  und  setzt  anstatt  tgti —  tgr  das  gleiche  I 

so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Reduktion: 
l  os  Ii  Los  r  5:1 


Sin  (m 


x     o'V— 6'*« 

—      =   —7  ' 


rr7 

und  hieraus 


r  Sin  (u  -  r)  =  — ^ — -    =  0/> 


Substituirt  man  in  dieser  Formel  anstatt  o,  0,  r'  ihre  Wertbc, 
so  wird 

a'b'S\nC(a'b— b'a) 


OP-= 


ab  V a'*  +  6'*  +  2a' 6'  Cos  C' 


c'*Sin  ^;  Sin  B'  (Sin    Sin  B—  Sin     Sin  ^) 
cSin  JSintfV'Sin^H^ 

Es  ist  aber 

Sm.4'Siii#-Sinß'Sin4=Sin(/l+t^ 
demnach  wird  endlich 

op==c'  c'  Sin  ^  Sin  Bf  Sin  CSin»  

c  '  Sin  .4  Sin  B  STsÜTA^SÜTB^  +  2  Sin    Sin  B '  Cos  £; 

Der  Durchscbnittspankt  der  Visirlinien  wird  am  Sichersten  be 
stimmt,  wenn  C  =  90°  beträgt;  unter  dieser  Voraussetzung  wird 
B  =  %°-A,  B'=zW>—A',  und 


c'  c'  Sin  2A'  Sin  t 
c 


Aus  diesen  Formeln  sieht  man,  dass  die  Höhe  des  Fehlerdrei 
eck  es,  also  das  Fehlerdreieck  selbst,   desto  kleiner  ausfällt,  j< 


c' 


kleiner  das  Verjungungsverhältniss  —  angenommen  wird,  z.  B.  fÜ 

F  =38oXT  c'  =  10Zoll,  A=4S«,  2=30°  wird  OP=zjjfä  Zol 

also  mit  freiem  Auge  noch  nicht  sichtbar.  Die  strenge  Rechnun 
gibt  0  00087  Zoll,  was  mit  dem  Vorhergehenden  sehr  gut  uhci 

» 

einstimmt. 

II.  In  dem  „Handbuche  der  niederen  Geod&sie"  vo 
Prof.  Hartner,  Seite  366.  Nr.  297.  liest  man  für  den  Fall,  da*« 
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uf  dem  Messtische  ursprünglich  nur  drei  unzugängliche  Netz- 
punkte  aufgetragen  sind,  folgendes  Verfahren  zur  Prüfung  der 
jenseitigen  Lage  der  gegebenen  Punkte :  Es  seien  diese  Punkte 
J,  B,  C.  Man  sucht  einen  vierten  Punkt  D,  von  welchem  au» 
IB,  C  sichtbar  sind,  stellt  den  Tisch  in  diesem  Punkte  auf 
2&d  bestimmt  ihn  durch  Rückwärtseinschneiden.  Ergibt  sich  die- 
m  Punkt  scharf  durch  das  genaue  Zusammentreffen  der  drei 
Visirlinien  aus  A ,  B ,  C,  so  sind  diese  Punkte  richtig;  kiuinen 
aber  die  drei  Visirlinien  nicht  zu  einem  gemeinschaftlichen  Schnitte 
Tereinigt  werden ,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte 
aofdein  Tische  nicht  in  der  Ordnung. 

Diese  Ansicht  ist  falsch,  weil  die  drei  Visirlinien  stets  nur 
«ocd  einzigen  Durchschnittspunkt  geben,  wenn  man  die  Regeln 
des  Rückwirtseinschneidens  beobachtet,  mag  das  t^abc  auf  dem 
Papiere  dem  &ABC  auf  dem  Felde  ähnlich  sein  oder  nicht. 

Um  dies  zu  beweisen,  seien  a,b,c  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  drei  Punkte 
iuf  dem  Messtische,  deren  gegenseitige  Lage  wir  als  richtig  anneh- 
aeo  wollen.  In  dem  Standpunkte  D  können  die  Winkel  ADH  und 
BDC  gemessen  werden,  ihre  Grösse  sei  in  der  Figur  durch 
die  Winkel  m  und  n  dargestellt.  Soll  nun  der  correspondirende 
Punkt  d  auf  dem  Papiere  gefunden  werden,  so  trägt  man 
bekanntlich  den  Winkel  m  aus  dem  Scheitel  c,  den  Winkel  n  aus 
dem  Scheitel  a  über  ae  auf,  und  zieht  die  Schenkel ,  bis  sie  sich 
in  f  durchschneiden;  legt  durch  a,  f,  c  einen  Kreis,  und  zieht 
die  Linie  fb,  bis  sie  den  Kreis  schneidet;  dieser  Durchschnitts - 
lonkt  ist  der  gesuchte  Punkt  d,  weil  adb  ■=  aef  =  m  und 
£bdc=fac  =  n.  Orientirt  man  demnach  den  Tisch  nach  fb  und 
tiefet  die  Visirlinien  über  a,  b,  c  nach  A,  B,  C,  so  schneiden 
sich  diese  in  d.  Gesetzt  nun ,  der  Punkt  b  wäre  aus  Irrthum  nach 
i  fersetzt  worden,  so  wfirde  man  den  Messtisch  nach  fb'  Orien- 
ten, jedoch  die  drei  Visirlinien  würden  sich  noch  immer  in 
fioem  einzigen  Punkte  durchschneiden,  und  zwar  in  d' ,  weil  auch 
m  diesem  Punkte  gilt,  was  vom  Punkte  d  gezeigt  wurde,  näm- 
ich  dass  £ad!b'  ~acf=m  und  ^  b'd'c  =/ac  =  n. 

Drei  Strahlen  sind  beim  Rü'ckwärtseinschneiden  zur  Bestim- 
me eines  Punktes  unbedingt  nothwendig;  diese  Bestimmung 
iter  erfolgt  unter  allen  Umständen,  obschon  das  sich  ergebende 
Viereck  abcd  auf  dem  Papiere  dem  correspondirenden  Vierecke 
IBCD  auf  dem  Felde  nur  dann  ähnlich  wird,  wenn  \obc  und 
\ABC  ähnlich  waren.  Das  genane  Zusammentreffen  dreier  Strah- 
«n  beim  Röckwärtseinscbneiden  ist  demnach  eine  nothwendig« 
fcebe.  keineswegs  ein  Criterium  der  Richtigkeit  der  gegebenen 
>*i  Punkte.    Ein  solches  Criterium  bietet  mir  das  genaue  Zu- 
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snmmenrreffen  von  wenigstens  vier  Strahle*.  "*>a*  rt*M  Verfasser 
angegebene  Verfahren  muss  demnach  dahin  geändert  werden; 
dass  man  aus  den  gegebenen  drei  Punkten  mittelst  des  Röcfc- 
wartseinsehneidens  noch  zwei  andere  bestimmt;  sehneiden  sich  in 
dem  letzteren  alle  vier  Strahlen  in  einem  Punkte,  so  ist  alles  in 
der  Ordnung;  geht  aber  der  vierte  Strahl  neben  dem  Schnitte 
der  drei  ersteren  vorbei,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei 
ersteren  Punkte  unrichtig.  Dass  aber  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  vorbeigehen  müsse,  ersieht 
man  aus  dem  Folgenden : 

Ks  seien  a,  b%  c  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  drei  richtig  aufgetrage- 
nen Punkte,  aus  welchen  d  und  dann  e  bestimmt  worden  sind, 
*o,  dass  die  drei  Winkel  aeb,  bed,  dec  aUr  dem  Papiere  den 
correspondirenden  Winkeln  AEB,  BED,  DEC  auf  dem  Felde 
gleich  sind.  Trägt  man  die  adb  und  bdc  an  der  Linie  ac  auf, 
den  ersteren  aus  dem  Punkte  c,  den  letzteren  aus  a  als  Schei- 
tel, «o  entsteht  ein  Punkt  f,  der  bekanntlich  zur  Orientirung  des 
Messtisches  dient.  Dieser  Punkt  liegt  stets  auf  der  Linie  öd. 
Auf  ähnliche  Weise  erhalt  man  durch  Auftragen  der  Winkel  aeö, 
bec,  dann  aed  und  dec  die  Punkte  g  und  ft\  deren  ersterer  auf 
der  Linie  eb,  der  letztere  auf  etl  liegt.  Denkt  man  sich  nun  b 
■ach -6'  versetzt,  so  kommt  auch  d  nach  d' ,  und  v  nach  e'  oder 
e"r  je  nachdem  dieser  Punkt  aus  den  drei  Punkten  A,  B,  C 
oder  A,  D,  C  bestimmt  wurde.  In  *'  werden  sich  nun,  nach  der 
früheren  Erklärung,  die  drei  Visirliuien  über  A,  B,  C  scharf 
durchschneiden,  die  vierte  aus  e'  nach  D  gerichtete  Visirlini« 
geht  jedoch  nicht  durch  d' ,  sondern  durch  h,  welcher  in  der 
Regel  von  d'  verschieden  ist,  folglich  eine  über  d!  nach  D  gezo- 
gene Visur  geht,  wegen  ihrer  zur  Linie  e'h  nahe  parallelen  Lage, 
neben  e'  vorbei.  Dasselbe  gilt,  mit  den  uothigen  Modifikationen.' 
vom  Punkte  e".  Ausser  diesen  Bestimmungen  kann  der  Punkt  E 
noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  auf's  Papier  gebracht  wer- 
den, nämlich  mittelst  der  drei  Punkte  A,  I),  B  und  C,  D,  &, 
aber  auch  bei  diesen  Bestimmungen  geht  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  vorbei,  weil  die  gegebene 
Beweisführung  nicht  an  eine  besondere  Form  des  aufgetragenen 
Dreieckes  gebunden,  demnach  allgemein  gültig  ist 

Noch  anderen  irrigen  Ansichten  begegnet  man  hier  und  da 
in  den  Lehrbüchern  der  praktischen  Geometrie:  wir  werden  spa- 
ter Gelegenheit  finden,  sie  zur  Sprache  zu  bringen,  um  so  mehr, 
weil  sie  mitunter  ziemlich  verbreitet  sind. 
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ix. 

Bestimmung  des  Faden -Intervallen  an  einem  astrono- 
mischen Winkel -Instrumente.  , 

♦ 

Von 

Herrn  Josef  Zastler, 

Lehrer  an  der  k.  k.  Ober  -  Realschule  in  Ofen. 


Es  gibt  bekanntlich  zwei  Methoden,  das  Faden- Intervall  eines 
Winke! -Instrumentes  zu  bestimmen.    Die  eine  derselben  beruht 
auf  einer  astronomischen  Beobachtung»  indem  man  die  Durch- 
paneszeiten  eines  Sternes  durch  die  Vertikalfädeo  beobachtet; 
durch  die  andere  von  Gauss  herrührende  Methode  wird  der  frag- 
liche Winkel  mit  Hilfe  eines  zweiten  Instrumentes  (eines  Theo- 
doliten) gemessen.   Die  Gauss 'sehe  Methode  hat  vor  der  erste- 
ren  den  Vorzug,  dass  man  nicht  vom  heiteren  Himmel  abhängt, 
die  Bestimmung  daher  bei  jeder  Witterung  und  zu  jeder  Zeit 
machen  kann,  setzt  aber  nothwendig  das  Vorhandensein  eines 
zweiten  Instrumentes  voraus,  welches,  damit  das  Resultat  den 
Anforderungen  auf  Genauigkeit  entspricht»  dem  zu  untersuchen- 
den Instrumente  an  Leistungsfähigkeit  möglichst  nahe  kommen  soll. 

Da  man  in  vielen  Fällen,  namentlich  anf  Reisen,  oft  nicht 
in  der  Lage  ist,  ein  zweites  geeignetes  Instrument  zu  besitzen, 
so  dürfte  die  hier  anzuhebende  Methode,  mittelst  welcher  man 
das  Faden-Intervall  mit  dem  zu  untersuchenden  Instrumente  selbst 
misst,  nicht  ohne  praktischen  Nutzen  sein. 

■  «  * 

Es  sei  F  (Taf.IV.  Fig.  6.)  der  im  Brennpunkte  der  Objektiv-Linse 
befindliche  Mittelfaden,  /"  ein  Seiten  faden,  (/'derDrehnngsrnittelpanlrt 
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desHorizootalkreises*)  und  O  der  Mittelpunkt  der  Objektiv-Linse**). 
Verbindet  man  den  Punkt  fmxi  O,  so  ist  bekanntlich  der  Winkel 
fOF=zx  das  Faden -Intervall.  Stellt^  man  den  Mittelfaden  F  auf 
ein  nahe  im  Horizont  des  Instrumentes  befindliche«  Objekt  A 
ein,  so  wird  die  optische  Axe  FO  in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  A  treffen  und  die  durch  den  Seitenfaden  f  und  den  Objek- 
tiv-Mittelpunkt O  bedingte  Visur  fO  seitwärts  von  A  vorüber 
geben. 

Liest  man  den  Stand  der  Nonien  am  Horizontalkreise  ab 
und  dreht  das  Fernrohr,  bis  der  Seitenfadeu  f  mit  A  coincidirt, 
so  gelangt  der  Faden  f  nach  f't  der  Punkt  O  nach  O',  und  es 
ist  der  Winkel  fCf  —  OCO'  =  a  der  am  Horizontal  kreise  abge- 
lesene Drehungswinkel.  Da  die  Linie  fO  gegen  den  Drebungs- 
Mittetpunkt  des  Kreises  stets  eine  constante  Lage  beibehalt,  so 
^wird  der  senkrechte  Abstand  Cp  des  Punktes  C  von  fO  gleich 
dem  Abstände  Cp1  desselben  Punktes  von  der  Geraden  f'O  sein 
müssen. 

Nennt  man  AC=  D t  OC  =  6,  ferner  Cp  =  Cp'  =  r ,  so  hat 
man  in  den  beiden  rechtwinkligen  Dreieckeo  CpO  und  Cp*  Ai 

Cp  =  r  =  6sio  x 

und 

Cp'  =  r  =  D.  sin  A 

oder 

osinx  =  />.»i  11  A, 

daher 

sin  j;  =  y.sin/f.  (I) 

>iun  folgt  aber  aus  Dreieck  ACQ' : 

.    ä     CO',  sin« 
sinJ  =  —TÜ7— , 

oder,  da  man  statt  /IO'  ohne  Fehler  OA  =  /)  — *  setzen  kn im, 


Eigentlich  ist  C  der  DnrchichnittNpnnkt  tler  vertikalen  Umdreh- 
ungsaxe  des  Instrumentes  mit  der  Ebene,  in  welcher  untere  Zeichnung 
gedacht  ist,  nämlich  der  durch  den  Horizontalffidcn  und  die  optisHie 
Axe  OF  de«  Rohree  bestimmten  Hirne.  Diener  Fenki  fällt  bekanntlinli 
bei  einem  vollkommen  retlificirlen  Instrumente  mit  dem  Schnittpunkte 
der  optischen  und  der  horizontalen  Drchungsaxe  des  Rohres  zusammen. 

•*)  Die  Verhältnisse  der  beigefügten  Zeichnung  sind  absichtlich 
rcreeert,  mm  eine  deutliche  Figur  su  erhalten. 
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an  einem  astronomischen  Winket  -  Instrumente. 

$iu  A  =  ~jy~0  • 8,0  a' 

Diesen  Werth  in  Gleichung  (I)  substituirt  gibt 

D  J  . 

»in  o?=  iyzTb%*ina=: — J-.6I««» 

oder,  da  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  mit  vollkommener  Ge- 
nauigkeit : 

Minx  =  (I  -f  j^Aua  (2) 

Hat  man  kernen  nahe  am  Horizonte  des  Instrumenten  liegenden 
ti  einstigen  Zietpunkt  zu  Gebote,  so  kann  auch  ein  Höhenpunkt  an- 
risirt  werden.  In  diesem  Falle  hat  die  Ebene  unserer  Figur  eine 
unter  dem  Winkel  h  geneigte  Lage,  welcher  Winkel  am  Hohen- 
kreise  abgelesen  werden  kann.  Wir  erhalten  dano  durch  Able- 
sung am  Horizontalkreise  nicht  mehr  den  Winkel  «,  sundern 
dessen  horizontale  Projektion  et',  und  können,  da  h  nie  gross 
sein  wird,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 

a  =  tt'.cosA  (3) 

setzen  und  aus  dieser  Gleichung  vorerst  «  bestimmen. 

Mao  sieht,  dass  das  zweite  Glied  ^.sina  der  Gleichung  (k2) 

die  Reduktion  der  excentrisch  gelegenen  Visirlinid  des  Seitenfa- 
dens f  bedeutet.  Ihr  Einfluss  auf  x  beträgt  bei  einer  Distanz 
0=  100°  nie  viel  mehr  als  1",  und  es  ist  hieraus  schon  ersicht- 
lich, dass  die  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen,  da  sie 
den  Werth  von  x  höchstens  um  eine  Einheit  der  zweiten  Deci- 
malstelle  ändern  würden,  vollkommen  gestattet  ist. 

Die  Grosse  6  kann  am  Instrumente  mit  hinreichender  Genauig- 
keit mittelst  eines  Zollstabes  und  D  mit  einem  Distanzmesser  oder 
andere  Weise  gemessen  werden.  Um  den  Einfluss  zu  berech- 
,  den  etwaige  Unsicherheiten  der  Grossen  6  und  D  auf  x  aus- 
üben, hat  man,  wenn  man  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  x%  b  und 
D  differenzirt, 

D.db—b.dD  . 
ci>8x.dx=  .sin«, 

oder,  da  o  und  x  sehr  nahe  gleich  gross  sind, 

D.db  —  b.dD 
dx=z  .tg«, 
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oder  endlich 


dx"  =  206265.  tg  a. 


D.db  —  b.dD 
LP 


(4) 


Der  Fehler  dx  wächst  also  mit  dem  Winkel  o  und  steht  (ohne 
Rücksicht  des  Zählers  D.db — b.dD,  der  immer  klein  sein  wird) 
mit  D  im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse,  aus  welchem 
Grunde  man  D  möglichst  gross  annehmen  wird.  Nimmt  man 
6  =  0*6  Fuss  und»  um  gleich  einen  in  der  Praxis  nie  überschrit- 
tenen Grenzwerth  des  Fehlers  zu  bestimmen,  den  ungünstigsten 
Fall,  also  />  =  600  Fuss,  «=16'*),  rf&=0'02  und  dZ)=6\ 
ferner  das  Zeichen  von  dD  negativ,  so  findet  man  €fo*  =  0"*04. 

Selbst  für  Z)=50°  wird  der  Fehler  dx  erst  0**07,  also  in 
jedem  Falle  so  gering,  dass  er  selbst  bei  den  vorzüglichsten 
Instrumenten  nicht  in  Betracht  kommt,  bei  welcheo  der  Ablese 
fehler  kaum  unter  0"*5  gebracht  werden  kann. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  durch  Verviel- 
fältigung der  Beobachtung  oder  Multiplikation  das  Faden -Inter- 
vall mit  derselben  Schärfe  ermittelt  werden  kann,  mit  welcher 
man  überhaupt  mit  dem  betreffenden  Instrumente  zu  arbeiten  im 
Stande,  ist,  und  ein  Mehr  ist  ja  nicht  noth wendig.  Ausserdem 
hat  man  den  Vortheil  eines  günstigen  Zielpunktes,  den  man  selbst 
wählen  kann,  und  es  dürfte  die  Arbeit  einfacher  sein,  als  bei 
der  Gauss' sehen  Methode,  wo  die  stets  etwas  mühsame  Auf- 
stellung des  zweiten  Instrumentes,  um  dessen  optische  Axe  in 
die  Richtung  der  des  anderen  Instrumentes  zu  bringen,  jedenfalls 
mehr  Zeit  beansprucht. 


*)  Ein  so  grogses  Faden  -  Intervall  von  16  findet  nur  bei  den  iius- 
sersten  Fiiden  eines  großen  Instrumentes  «tutt,  wo  rechts  und  links  vom 
Mittefaden  drei,  also  im  Ganzen  sieben  Fäden  angebracht  sind. 
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X. 

Verallgemeinerung  des  Fer  matschen  geometrischen 

Sf»f  :c?. 

(Vergl.  Archiv.  T.  XX VII.  1.,  T.  XXX.  1.  3.) 

„,„. 

Direrlor  der  Kcalgchule  zu  Fraustadt. 


Der  genannte  Satz  gilt  nicht  bloss  vom  Kreise  (statt  vom 
Halbkreise,  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde),  sondern  auch  mit 
einiger  Abänderung  von  der  Ellipse,  wenn  man  über  der  grossen 
Achse  derselben  ein  Rechteck  mit  der  Höhe  =6.V2  errichtet, 
wo  6  die  halbe  kleine  Achse  bezeichnet.  Dies  lässt  sich  auf 
folgende  Art  beweisen. 

Dreht  man  die  Figur  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  um  den  Durchmesser 
<4£?  =  2r  um  einen  Winkel  g>  und  projicirt  die  ganze  Figur  auf 
die  ursprüngliche  Ebene,  so  ist  die  Protection  des  Kreises  be- 
kanntlich eine  Ellipse,  deren  grosse  Achse  2a=2r  und  deren 
kleine  Achse  26=  2r.cos?  =  2a. cos cp,  während  die  Projection 
des  Rechtecks  ABCD  ein  Rechteck  ABCD1  ist,  dessen  Grund- 
linie AB  ==(Jtr  =  2a  und  dessen  Hobe  AC  =  AC.co8<p,  oder,  da 
nach  Voraus s.  AC  =  r  V2  =  a.  V2  und  6=a.coso>,  dessen  Hobe 
AC  =  a.  V2.cosqp  =  b.  V2  ist.  Die  Lage  der  Durchschnittspunkte 
F  und  G  auf  AB  bleibt  aber  bei  der  Drehung  unverändert; 
mithin  ist  auch  für  die  Ellipse  AG2  +  BF2-  AB*=4a* 

Umgekehrt  lässt  sjcli  dieser  Satz  von  der  Ellipse  auch  direct 
beweisen,  so  dass  dann  der  vom  Kreise  eine  blosse  Folgerung 
daraus  ist 

Ist  nämlich  aber  AB  =  2a  (s.  dieselbe  Figur)  eine  Ellipse  mit 
der  kleinen  Achse  26  beschrieben  und  über  AB  ein  Rechteck 
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ABCD  mit  der  Hobe  AC  —  b\f2  errichtet;  so  ist,  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  E  in  der  Ellipse  mit  den  Ecken  C  und  D 
des  genannten  Rechtecks  durch  die  Geraden  CE  and  DE  ver- 
bindet, welche  (nöthigen  Falls  verlängert)  AB  in  F  und  G  tref- 
fen, immer  AG*  +  BF*  =  AB2  =  4a2. 

Beweis.    Man  nehme  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  aU  An- 
fangspunkt eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  AB  als 
Abscissenachse,  so  sind,  wenn  a:',  y'  die  Coordinaten  des  Punk 
tes  E  sind,  die  Gleichungen  der  Geraden 

CE  .  .  .  I.  y-y=f^.(y'  +  Ä^2), 
DE   ...  .  II.  y-y=frzr:tt  (y+*v"2); 

folglich,  wenn  man  hier  y  =  0  setzt,  die  Ausrissen  der  Punkte 
~  in  ^6  v2-ffy# 

'  IU*  *~""y  +  6Va  ' 

6   y'+6v2 

Also  ist : 

vi  a'bVt-aa'  _2«y' +(«-*') &V2 

VII.   ^6^ 4- = ^  +  (CT +'r')b^&t  +  (g'y)^21< 


8«*//*  +  4o*(<i«  +  .t'*)  -f-  8o» .y' .  A y/2 

Aber  man  hat : 

VIII.  o*r'*=:««0*-<iy», 

folglich 

IX.   AG*  +  BF*=  —  (y'+6v2)*  

yg-26HV.Av2  f 

Zusatz  I.  Ist  AB  die  kleine  Achse,  no  ergiebt  «ich  leicht, 
das«  der  Satz  auch  gilt,  trenn  man  über  der  kleinen  Achse  ein 
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Rechteck  mit  der  Hohe  =  a. V2  errichtet;  nur  ist  die  in  Redo 
Gehende  Quadrats  um  me  dann  =  462. 

Zusatz  IL  Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  man  statt  der 
beMeo  Achsen  der  Ellipse  zwei  beliebige  conjugirte  Durch  messe  r 
iü'  und  26'  nimmt  und  statt  des  Rechtecks  ein  Parallelogramm 
(über  2«'  mit  der  anliegenden  Seite  =  6'V2  parallel  mit  26'  oder 
über  2b'  mit  der  anl.  Seite  =  n'v2  parallel  mit  2a')  construirt. 


XI. 

Muhipltcationstaleln  zur  leichleren  und  sicherern  Be- 
rechnung der  Proport ionaltheile  bei  logarithmisch- tri- 
gonometrischen Rechnungen  mit  den  7stelligeii  Tafeln 

von  Vega. 

«• 

\  on 

Herrn  Dootor  Julius  Hart  mann, 
Lebrcr  um  Gymnasium  «u  Hinteln. 

Der  ermüdendste  Theil  der  logarithmisch  trigonometrischen 
Rechnungen  sind  die  Interpolationen.  Während  Vega  fflr  die 
Logarithmen  der  Zahleo  durch  seine  Proportionaltäfelchen  so  ge- 
sorgt hat,  dass  nichts  zu  wünschen  bleibt,  ist  för  die  noch  weit- 
läufigeren  trigonometrischen  Rechnungen  nichts  geschehen.  För 
geübtere  Reebner  bietet  Breroiker's  „Tafel  der  Proportional- 
tbeile" grosse  Vortheile.  Doch  ist  vielleicht  für  den  weniger 
Geübten  eine  weniger  voluminöse  Tafel  angemessener,  welche 
ganz  ähnliche  Täfelchen  enthält,  wie  die  Vegaischen  für  Loga- 
rithmen der  Zahlen ,  so  dass  der  Rechner  die  vorn  schon  erlernte 
Metbode,  nur  etwas  erweitert,  auch  hier  anwenden  kann. 

Alle  bier  vorkommenden  Multiplicationen  lassen  sich  anf  die 
Form:  (aß,  yd) >f  (ab,  cd),  worin  die  Buchstaben  Ziffern  vorstel- 
len, bringen.  Von  12J°  bis  774 0  nämlich  ist  die  Differenz  für 
I*  höchstens  eine  zweiziffrige  Zahl  mit  2  Decimalen,  ebenso  die 
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Anzahl  der  Secunden  höchstens  zweiziffrig  mit  2  D< 
Von  6°  bis  124°  resp.  77;°  bis  84°  kommen  Differenz« 
fern  (von  100  bis  200)  und  2  Decimalen  vor.    Hier  kai 
Hälfte  der  Differenz,   welche  zweiziffrig  ist  (mit  sej 
Ausnahmen),  nehmen  und  nach  verrichteter  Multipl 
Product  verdoppeln.    Von  1°20'  bis  6°  resp.  von  84°( 
haben  die  Multiplicationen  die  Form  (abc,  d)X(a,  ßy),, 
man  sogleich  (ab,  cd) X (aß,  y)  nimmt.    Für  die  Divi 
sprechend.    Voo  Anfang  bis  1°20'  resp.  von  88°' 
sind  die  Differenzen  grosser,  doch  wird  man  da,  wo 
nauigkeit  ankommt,  den  bekannten  Satz  benutzen,  dai 
ferenz  zweier  Logarithmen  trigonometrischer  Functio( 
der  Differenz  der  Logarithmen  ihrer  Secundensumme  U 

Die  Täfelchen  schreiten  nun  von  10,00  bis  99,80 

20  Hunderteln  fort;  in  jedem  finden  sich  die  10-,  20-,  30- 

der  Kopfzahlen  unmittelbar,  und  somit  auch  die  1-,  2-, 

die  0,1-,  0,2-  etc.  fachen  derselben.    Die  Interpolatii 

wenn  man  will,  Correctionen ,  die  man  anbringen  mui 

Zahlen  eines  nicht  vorhandenen  Täfelchens  aus  dei 

sich  vorfindenden  abzuleiten,  sind,  wie  man  leicht  siehi 

folgende:  Ist  ab,  cd  die  Kopfzahl  des  Täfelchens,  welcl 

lieh  benutzt  werden  sollte  (der  Multiplicand),  und  aß,  yi 

tiplicator,  u  der  Unterschied  des  Multiplicanden  und  derj 

sich  vorfindenden  Kopfzahl,  als  ganze  Zahlen  betrachte! 

uXa      ,  uXß    .  .  .    ...  . 

man     |-q-  und  "~Jqq"»  d.  n.  mX<*  mit  Hmweglassung 

ten,  und  uXß  mit  Abwerfung  der  2  letzten  Ziffern,  ui 
diese  Correctionen,  wenn  man  vom  kleinern,  subtrahii 
man  vom  grossem  Täfelchen  ausging.  Für  die  Decimalst 
Multipticators  ist  keine  Correction  nötbig,  selbst  uXß  fäl 
meisten  Fällen  weg  und  beträgt  höchstens  eine  1.  Zur' 
dung  eines  Irrthums  wird  man  auch  wohl  die  Vielfache! 
den  Täfelchen,  zwischen  welche  die  eorrigirte  Zahl  fällt,  ver( 

Beispiel. 
I)  Multiplication:     Man  habe  37,31x59,82  zu 
Täfelchen  37,40;  Unterschied  t/  =  9;  a  =  5;  0  =  9,1 

1)  50  x  37,40  =  1870,  weniger  ($X 5):  10  gibt  1865j 

2)  .    9  X37,40  =  337,       „     (9x9):  100  „  336j 

3)  0,8x37,40  = 

4)  0,02  x  37,40 


•)  litt  daliui  eine  «der  andere  Ziffer  =rO,  so  erleichtert  da« 
Kei  Imung. 
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Nach  einer  kleinen  Uebung  wird  man  auch ,  wie  vorn  bei  den 
Logarithmen  der  Zahlen  2,  hier  die  4  Zahlen  successive  im  Kopfe 
zusammenzählen,  ohne  etwas  niederschreiben  zu  müssen.  Da 
übrigens  der  Rechner  selbst  abrundet,  hat  er  die  Genauigkeit  in 
seiner  Gewalt  und  kann  nüthigenfaJls  noch  eine  Stelle  weiter  in 
Rechnung  nehmen.  (Dies  würde  hier  1865.5  +  335.84  29.9-1-0,7 
=  2231,9  geben.) 

II)  Division:    Man  habe  2232:37,31  zu  bilden. 

Täfelchen  37,40;  w  =  9. 

1)  1870,  nächst  kleineres  Vielrache  unter  2232,  gibt  et  =  5, 
1870  weniger  (9x5):  10  gibt  1865,  von  2232  bleibt  Rest  367; 

2)  337,  nächst  kleineres  Anfache  unter  367,  gibt  0  =  9, 
337  weniger  (9x9):  10<n?ibt  336,  von  367  bleibt  Rest  31; 

3)  30,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  31,  gibt  y=8,  Rest  1 ; 

4)  0,7  oder  l,i  oder  1,4  d=2  od.=3od.=4; 

Resultat  59,82  oder  59,83 

oder  59,84. 

Letztere  Unsicherheit  der  2ten  Dezimalstelle  liegt  in  der  Natur 
der  Abrundung  *). 

Beide  Verfahrungsarten  sind  eigentlich  abgekürzte  Multipli- 
cation  und  Division.  Man  erspart  aber  dabei  die  eigentlichen  Mul- 
tiplicationen  mehrziffriger  Zahlen ,  ermüdet  also  nicht  so  sehr  und 
erreicht  grossere  Sicherheit,  da  man  bei  den  Multiplicationen  kei- 
nen Fehlern  ausgesetzt  ist.  Auch  kommt  man  unbestritten  rascher 
zum  Ziele,  als  durch  gewöhnliche,  selbst  abgekürzte  Multiplica- 
tion  und  Division*  Will  man  dabei  schreiben,  so  wird  wohl  die 
gewöhnliche  Form  der  Multiplication  und  Division  am  zweckmäs- 
sigsten  sein,  wobei  man  das  m  6ich  besonders  markiren  wird. 

•)  Zieht  man  eine  Stelle  mebr  in  Rechnung,  so  hätte  man 

1H65.5  von  2232,  bleibt  Rest  366.fi, 
336.6  —  0,8  gibt  335.8,     „        „     an. 7 , 

29.9,      „         „  0.8 

and  daran« 

<J  =  2. 

L'ebrigens  Ut  auch  S  =  2  nicht  absnlot  genau;  es  i*t  nur  besser  der 
mittlere  einiger  möglichen  Werthe ;  denn  2232  wird  man  sowohl  als 
Resultat  der  Multiplication  von  37,31  mit  59,81,  als  mit  59,82,  als  mit 
»9,83  zu  halten  berechtigt  sein;  nnd  da  alle  Werthe  von  2231,5  bis 
2232.4  auf  2232  abgerundet  werden,  so  ergibt  auch  die  vollständige  Di- 
vision von  37,31  in  einigen  dieser  Werth e  59,81,  in  andern  59,82,  in 
andern  59,83.  Noch  grösser  fällt  die  Unsicherheit  ans.  wenn  man  auch 
mit  37.31  Werthe  zwischen  S7.305  und  37,314  statnirt. 


1  heil  XXXI.  5 
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xii. 

Beweis  des  in  Theil  XXX.  Heft  III.  S.  355.  mitgetheil 

ten  geometrischen  Lehrsatzes. 

Herrn  A.  Krüger, 

Uirector  der  Realschule   zu  Frau« ladt. 


Lehrsatz.  Wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.) 
die  Linie  AD  beliebig  gezogen  Ist,  so  ist  immer 

AB*.CD  +  AC*.BD-AD*.BC=BC  BD.CD. 

(Vergl.  Grunert  im  Archiv.  XXX.  3.  p.  S&&.) 

Beweis.  Setzt  man  AB  =x  c,  AC  =  b,  BC=a,  AD  —  dt 
BD  =  m,  CD  =  n,  so  ist  au  beweisen,  das« 

c2n  -f-  62m  —  ci*a  =  am«. 

Bezeichnet  man  einen  der  Winkel,  welchen  AD  mit  BC  bildet, 
etwa  den  Winkel  ABB,  mit  <pt  so  ist  bekanntlich: 

I.  c*=d*  +  f?ts — 2dm  cos  9, 

II.  b*  =  dt  +  n*  +  2dncos<p. 

* 

Multiplirirt  man  I.  und  II.  respective  mit  n  und  m,  so  ist: 

III.  cht  =  rf1»  +  m*n  —  2o?mfico6  o; , 

IV.  b2rn = rf*m  +mw2-}- 2cfom cos  9 ; 

addendo  :  V.   c*n-f&»m  =  d»(ro  +»)  +  mn(m  +  ii) 

oder:  can    b2m — rf*a  =  amn. 

Zun  atz.  In  etwas  veränderter  Form  gilt  der  Satz  auch  für 
den  Fall,  dass  die  Linie  AD  die  Verlängerung  von  BC  tri». 
Man  ßndet  in  ähnlicher  Weise : 

c*n  —  bhn  +  d*a  =  ^  um» , 

wo  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  jenach- 
dem  AD  die  Verlängerung  der  BC  über  C  oder  B  hinaus  trifft. 
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Theorie  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen  Methode 

analytisch  entwickelt. 

Von  t 
dem  Herausgeber. 


I. 

Erklärung  der  Kegelschnitte. 

J.  L 

Alle  unsere  folgenden  Untersuchungen  werden  sich,  mit  einer 
einzigen  Ausnahme,  auf  die  späterbin  besonders  aufmerksam  ge- 
macht werden  wird,  nur  auf  eine  Ebene  beschränken,  in  welcher 
alle  Constructionen  ausgeführt  werden.  Mit  Rücksicht  hierauf 
lassen  sieb  die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  auf  folgende  Art 
erklären. 

Eine  Linie,  welche  nach  einem  solchen  Gesetze 
gekrümmt  ist,  das«  die  beiden  Entfern unge n  eines 
jeden  ihrer  Punkte  von  eioero  gegebenen  Punkte  und 
einer  der  Lage  nach  gegebeuen  Geraden  ein  constan- 
les  Verb&itniss  au  einander  haben,  beU*t  ein  Kegel- 
•  etinitt; 

» 

oder : 

Der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte,  deren  beide 
Entfernungen  ron  einem  gegebenen  Punkte  tifrd  einer 
des  La*ge>  nach  gegebenen  Geraden  ein  cortstantes  Ver- 
hältniss  zu  einander  haben,  heisst  ein  liefelsetknf tt. 

Der  gegebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  des  Kegelschnitts, 
und  die  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  wird  die  Leitlinie 
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oder  die  Directrix  desselben  genannt.  Die  durch  den  Brenn- 
punktgehende, senkrecht  auf  der  Directrix  stehende  Gerade  hei&st 
die  Axe  des  Kegelschnitts,  und  die  constante  Zahl,  mit  welcher 
man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des  Kegelschnitts  von 
der  Directrix  multipliciren  inuss,  um  die  Entfernung  dieses  Punk- 
tes  des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte  zu  erhalten ,  wird 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  genannt 

Bevor  wir  zur  Entwicklung  der  auf  die  obige  Erklärung  ge- 
gründeten ganz  allgemeinen  analytischen  Theorie  der  Kegelschnitte 
tibergehen,  ist  es  zweckmässig,  uns  durch  eine  möglichst  einfache 
Betrachtung  vorläufig  eine  allgemeine  Vorstellung  von  der  Natur 
und  den  verschiedenen  Arten  dieser  Curven  zn  verschaffen,  was 
der  Zweck  <Jes  folgenden  Paragraphen  ist. 


§  2 

Die  Axe  und  die  Directrix  des  Kegelschnitts  wollen  wir  respec- 
tive  als  die  Axen  der  x  und  y  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
«teusystems  der  xy  annehmen,  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme 
die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  a,  0.  Be- 
zeichnet dann  hier  und  im  Folgenden  immer  n  die  Charakteristik 
des  Kegelschnitts,  so  ist  dessen  Gleichung  nach  der  in  §.1. 
gegebenen  allgemeinen  Erklärung  und  bekannten  Formeinder  analy- 
tischen Geometrie  offenbar: 

1)   t>—o)«  +  y*  = 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  des 
durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitts  mit  seiner 
Axe,  welche  bekanntlich  zugleich  die  Axe  der  x  ist,  durch  ti,  0; 
so  haben  wir  nach  der  vorstehenden  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  u  die  Gleichung 

(m  —  fi)«  =  »*t<*,   u  —  a  —  ±nu; 

woraus 

2)  u  =  !  °     oder  M  =  -f 


folgt,  so  dass  also  u  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat  und  es 
folglich  auch  im  Allgemeinen  zu  ei  Durchschnittspunkte  des  Kegel- 
schnitts mit  der  Axe  giebt,  was  aber  nun  die  folgende  weitere 
Discussiou  erfordert. 

Wenn  n=rl  ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  den  vorste- 
henden Formeln  für  n  das  Symbol  des  Unendlichen,  und  nur  das 
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untere  Zeichen  liefert  ffir  u  einen  endlichen  völlig  bestimmten 
Werth.    Wenn  dagegen  i«t,  »o  liefern  in  den  vorstehenden 

Formeln  beide  Zeichen  ftfr  u  endliche  völlig  bestimmte  Werthe. 
Hiera 08  sehen  wir,  dass  die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik 
gleich  der  Einheit  ist,  die  Axe  nur  in  einem  Punkte,  das«  da- 
gegen die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  kleiner  oder  grös- 
ser als  die  Einheit  ist,  die  Axe  in  zwei  Punkten  schneiden; 
ond  werden  hierdurch  von  selbst  genothigt,  zuvörderst  zwei  Klas- 
sen der  Kegelschnitte  zu  unterscheiden,  jenachdem  ihre  Charak- 
teristik gleich  der  Einheit,  oder  kleiner  oder  grösser  als  die  Ein- 
heit ist 

Die  Punkte,  in  denen  ein  Kegelschnitt  die  Axe  schneidet, 
werden  seine  Scheitel  genannt. 

Wenn  n=l  ist,  so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  nur 
einen  Scheitel,  dessen  erste  Coordinate  «  nach  dem  Obigen 
durch  die  Formel 

■ 

3)  u—\a 

bestimmt  wird,  woraus  sich  ergiebt,  das«  der  Scheitel  in  der  Mitte 
des  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Directrix  gelallten  Perpendi» 
keU  liegt 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  nach  1)  in  diesem  Falle: 
(:r-a)2  r^*=  .r2,   also  jy2  =  a(2x  —  a); 

woraus  sich 

4)  *.     y  =  ±  Va(2x-^a) 

i 

ergiebt  Fflr  2ar— n  =  0,  also  x  =  \a,  verschwindet  y,  d.  h.  Hie 
Axe  wird  von  dem  Kegelschnitte  in  dem  Scheitel  geschnitten, 
«ie  uns  schon  bekannt  ist.  Wenn  aber  2x — a  nicht  verschwin- 
det, so  ist  y  reell  oder  imaginär,  jenachdem  a  und  2x — a,  oder 
o  und  x — \a  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Ist  also 
e  positiv,  so  ist  y  reell  oder  imaginär,  jenachdem  x  >  J<i  oder 
x<s\a  ist;  ist  dagegen  «  negativ,  so  ist  y  reell  oder  imaginär,, 
jenachdem  x  <  \a  oder  x  >  Ja  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  unmit- 
telbar mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  der  Kegelschnitt  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite 
eine*  durch  den  Scheitel  auf  die  Axe  errichteten  Perpendikels 
liegt,  und  zwar  immer  auf  der  Seite  dieses  Perpendikels,  auf 
welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt.  Natürlich  liegt  der  Kegel- 
schnitt auch  ganz  auf  einec  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
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und  zwar  auf  der' Seite  derselben,  auf  welcher  attefi  der  Brenn- 
punkt liegt. 

Weun  y  reell  ist,  so  hat  y  nach  4)  wegen  der  doppelten  Zei- 
chen immer  zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen  nach  entgegen- 
gesetzte  Werthe,  und  der  Kegelschnitt  liegt  folglich  auf  beiden 
Seiten  der  Axe  ganz  auf  gleiche  Art. 

Wenn  der  absolute  Werth  von  x  Ton  dem  absoluten  Werthe 
von  \a  au  tn's  Unendliche  wächst,  so  wachsen  offenbar  auch  die 
entsprechenden  absoluten  Werthe  von  y  von  Null  an  in'a  Unend- 
liche, woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  Kegel- 
schnitt sich  auf  beiden  Seiten  der  Axe  von  derselben  in*s  Un- 
endliche entfernt. 

Nehmen  wir  den  Scheitel  als  den  Anfang  eines  dem  primiti- 
ven Systeme  der  xy  parallelen  Coordinatensystems  der  xtyt  an, 
so  ist 

also 

±r  — a  =  2*,,  y=yt ; 

folglich  nach  4)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Bezug  auf 
dieses  Coordinatensystem  : 

5)   y1*  =  2<Lr1. 

Das  Bisherige  reicht  hin,  die  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik gleich  der  Einheit  ist,  im  Allgemeinen  zu  cbarakterisiren. 

Wenn  n  ^  1  ist,  so  bat  der  Kegelschnitt  zwei  Scheitel,  de- 
ren erste  Coordinaten  durch  die  Formel 

6)  ic  =  t~=t-  oder  k  =  T 


IT»  ~ 

bestimmt  werden,  welches  ons  von  selbst  darauf  führt,  wieder 
zwej  Falle  zu  unterscheiden,  jenachdera  n^l  oder  1  ist,  in- 
dem schon  die  äussere  Form  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von 
M  uns  diiranf  hinweiset,  dass  die  beiden  Werthe  von  u  gleiche 
oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  n<l  oder  n>  1 
ist,  was  schon  allein  hinreichen  würde,  diese  neue  Unterschei- 
dung zweier  Falle  zu  rechtfertigen. 

Wenn  n  <  I  ist,  so  haben  die  beiden  durch  die  Formet 

a 
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Werthe  von  u  gleiche  Vorzeichen»  und  mar 
and  dasselbe  Vorzeichen  mit  o.    Ferner  Ut  offenbar 

val.  abs.  <  val.  abs.  a, 

val  abs.  s — -  >  val.  ab«,  a; 

1  — —  71 

sich  ergtebt,  dass  der  eine  Scheitel  mischen  der  Direc- 
and  de»  Brennpunkte,  der  andere  auf  der 
Seite  des  Brennpunkte  in  der  Axe  liegt. 


Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  nach 
Obigen : 

woraus 

7)  y  =  iVn^-(^ 

folgt.   Also  ist  5  nur  dann  reell,  wenn 

iAr«-(*-o)«rO, 


U»-l)4?+«IUn  +  1)*--«}>0 

oder 

|a-a-»)*Ua-(l+n)*|=0 

ist.  Verschwindet  dieses  Product,  so  rauss  einer  seiner  beiden 
Factoren  verschwinden,  also 

a— (1— n)x=0  oder  a— (l  +  w)x  =  0 

■ 

sein,  was 

x=;         oder  x=- 


»iebt,  und  uns  also  auf  die  beiden  Scheitel  des  Kegelschnitts 
fuhrt,  wie  sieb  auch  von  selbst  versteht.  Verschwindet  dagegen 
das  obige  Product  nicht,  so  muss  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander 


u-(lr-n)x*0,   a-(l  +  »)x£o; 


also 
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"t,  .        ^    a  ^   .  a  ■ 

sein,  ho  offenbar  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  jeuach- 
dem  a  positiv  oder  negativ  ist.  In  beiden  Fällen  ist  aber  x  eine 
Mittelgrosse  zwischen 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  der  ganze 
Kegelschnitt  zwischen  den  beiden  durch  die  Scheitel  auf  die  Axe 
errichteten  Perpendikeln  liegt.  In  Verbindung  n»it  dem  Obigen 
geht  hieraus  auch  ganz  von  selbst  hervor,  dass  der  ganze  Kegel- 
schnitt auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix  liegt,  und 
zwar  immer  auf  der  Seite  derselben,  auf  weicherauch  der  Brenn- 
punkt  liegt. 

Da  x  sich  nur  zwischen  den  Granzen 

ö         ,  « 

i  und  i~; — 

1— n  1+n 

Ändern  kann,  wenn  y  reell  sein  soll,  so  kann  auch  y  nie  unend- 
lich werden,  sondern  behält  immer  einen  endlichen,  völlig  be- 
stimmten reellen  Werth,  insofern  es  überhaupt  reell  ist,  und  wegen 
der  doppelten  Zeichen  in  der  Gleichung  7)  gehören  zu  jedem 
Wertbe  von  x ,  für  welchen  y  überhaupt  reell  ist,  zwei  endliche 
völlig  bestimmte  Werthe  von  y,  die  absolut  gleich,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzt  sind,  woraus  ,sich  ergiebt,  dass  der 
Kegelschnitt,  welcher  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  offenbar 
eine  geschlossene,  in  sich  selbst  zurücklaufende  Curve  ist,  auf 
beiden  Seiten  der  Axe  auf  völlig  gleiche  Art  liegt. 

ftimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 

i  (  r~  I  i  1    )=  und  0 

\  1  —  n     I  -f  nj     1  —  n* 

i 

sind,  als  den  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme  der 
xy  parallelen  (Koordinatensystems  der  xxyx  an,  so  ist 

a 

x  —  |  n2  +  &i »  y  —  ?/i ; 

folglich 

n2a  * 
=  f^i  +  xx, 
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uach  tnuff  fituCH  3 fei/iüde  atutlytiich  entwickelt.  7^ 
also  nach  7)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

»• = b,(ct + *•)'  ~  (rSs* +*•)*• 

woran«  sieb  nach  leichter  Rechnung 
folglich 

8)   ....  yi  =  ±\  j^J,-d-»,)*i1 

ergiebt  Hieraus  sieht  man,  dass  yx  und  also  auch  y  seinen 
grossten  absoluten  Werth  für  xA=0,  also  nach  dem  Obigen  für 

a 

erreicht,  und  dass  nach  der  vorstehenden  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts dieser  griisste  Werth  von  y 

n .  val.  abs.  a 

Wenn  n>l  ist,  so  haben  die  beiden  durch  die  Formel 

_~  n 

■  ■ 

elieferten  Wertbe  von  u  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  die 
beiden  Scheitel  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Directrix.  Der  durch  die  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinste 
erste  Coordinate 

a 

+ 


n+l 

bestimmte  Scheitel,  welcher  also  der  Directrix  am  nächsten  ist, 
Hegt  immer  zwischen,  der!  Directrix  und  dem  Brennpunkte,  weil 
die  obige  erste  Coordinate  mit  a  gleiches  Vorzeichen  hat  und  ihr 
absoluter  Werth  kleiner  als  der  absolute  Werth  ton j«  ist.  1  Die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  wieder 

(j-fl)Hys=nV, 

* 

woraus 
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folgt.   Also  ist  y  nur  dann  Teell, 

'S 


«)•><>, 

oder  wenn 

{(«  —  \)x+a\ |(»  +  l)ar  —  «1^0 

ist.  Wenn  dieses  Product  verschwindet,  so  ruuss  einer  seiner 
Factoren  verschwinden,  was 

(«— \)x  +  a=0  oder  <»+!)*- a=0, 

also 

giebt,  folglich  auf  die  beiden  Scheitel  des  Kegelschnitt«  fuhrt, 
wie  es  sein  muss.  Wenn  dagegen  das  obige  Product  nicht  ver- 
schwindet, so  muss  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 

(«— l)x+o^0,   (n  +  l)x  —  a^O; 


sein;  und  wenn  daher  y  reell  sein  soll,  so  darf  *  keine  Mittel- 
grosse zwischen 

n 


sein»  woraus  sich  ergieht,  dass  in  diesem  Falle  der  ganze  Kegel- 
schnitt ausserhalb  der  beiden  durch  die  Scheitel  auf  die  Axe 
errichteten  Perpendikel  liegt,  folglich  auch  keine  geschlossene,  in 
sich  selbst  zurücklaufende  Curve  sein  kann.  Wenn  a  positiv  ist, 
so  sind  die  beiden  Bedingungen 

■ 


zugleich  erfüllt,  wenn  nar  die  zweite  erfüllt  ist,  und  die  beiden 
Bedingungen 

a  a 

sind  zugleich  erfüllt,  wenn  nur  die  erste  erfüllt  ist.  Wenn  dage- 
gen tt  negativ  ist, 'so  sind  die  h erden  Bedingungen 
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erfüllt,  wenn  nur  die  erste  erfüllt  ist,  und  die  beiden  Bedingungen 

a 


sind  ei  füllt,  wenn  nur  die  zweite  erfüllt  ist.    Wenn  also  a  positiv 

a  a 
ist,  so  ist  tf  reell  fär  *>+^jTi  un<*  ^r  ^^""iJZTl»  un<*  wenn 

•  Ott 

a  negativ  ist,  so  ist  g  reell  fär  *>  —  j^jj  und  flk  *<+;jqpf 
Stellt  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  unter  der  Form 

}f  =  ±V\{n—\)x  +  a\\{n  +  i)x^i\ 

dar,  so  erhellet  auf  der  Stolle,  dass,  wenn  man  im  Falle  eines 
positiven  a  die  Grösse  x  von  +  an  zunehmen   oder  von 

—  ;-Ä  ,  an  abnehmen  Iässt,  dagegen  im  Falle  eines  negativen  a 

die  Grosse  x  von  —  — — -  an  zunehmen,  von  +  .r",  An  »hneh* 

men  laset,  die  Grösse  y,  absolut  genommen,  ins  Unendliche 
wachst,  und  fär  jeden  Werth  von  x  immer  zwei  absolut  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Wertbe'hat.  Nimmt 
man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  zusammen,  so  sieht  man,  dass 
im  vorliegenden  Falle  der  Kegelschnitt  aus  zwei  von  einander 
getrennten,  ganz  ausserhalb  der  beiden  durch  die  Scheitel  auf 
die  Axe'  errichteten  Perpendikel  liegenden,  in's  Unendliche  sich 
erstreckenden  Zweigen  oder  Aesten  besteht,  von  denen  jeder  auf 
füllig  gleiche  Weise  auf  beiden  Seiten  der  Axe  liegt.  Jeder 
dieser  beideu  Zweige  oder  Aeste  für  sich  liegt  nach  dem  Vor- 
hergebenden  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
die  beiden  Zweige  oder  Aeste  selbst  liegen  aber  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Directrix.  Der  Brennpunkt  und  der  densel- 
ben enthaltende  Zweig  liegen  auf  einer  und  derselben  Sette  der 
Directrix,  der  Brennpunkt  und  der  anders  denselben  nicht  ent- 
haltende Zweig  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Directrix. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 
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sind,  als  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme  der  xy 
parallelen  Coordinatensyetems  der  xxyx  an ;  so  ist 

und  folglich 

■ 

also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts : 

4  * 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

yis  =  („1-1)^*^-^1, 

also 

10)  ...  .  y,=±\  (n*-l)x,*-^ 

ergiebt,  aus  welcher  Gleichung  man  auch  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen  am  leichtesten  ubersieht,  dass  die  beiden  Zweite  oder 
Aeste  des  Kegelschnitts  zwar  eine  verkehrte  Lage  gegen  einan- 
der haben,  sonst  aber  völlig  gleich  sind,  weil  nämlich  die  NNerthe 
von yx  ungeäudert  bleiben,  man  mag  xx  positiv  oder  negativ  nehmen. 

Wollte  man  in  Bezug  auf  das  primitive  Coordinatensystent 
die  Coorrlinaten  0,  v  der  Punkte  bestimmen,  in  denen  die  "Direc- 
trix  von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  so  wurde  man  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  ])  erhalten: 

woraus  man  sieht,  dass  e  allgemein  imaginär  ist,  und  also  kein 
Kegelschnitt  seine  Directriz  schneidet. 

Nach  diesen  Betrachtungen  haben  »vir  also  drei  wesentlich 
verschiedene  Kegelschnitte,  jenachdem  die  Charakteristik 

n  =  l,   n  <  1,   w>  I 

* 

ist,  welche  respective 

Parabel,    Ellipse,  .  Hyperbel  .  , 

genannt  werden.  Von  den  beiden  in's  Unendliche  sich  erstrecken- 
den Zweigen  öder  Aesten  der  Hyperbel  betest  der,  welcher  den 
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Brennpunkt  enthält,  der  erst«  Zweig,  and  der,  welcher  den 
Brennpunkt  nicht  enthält,  der  zweite  Zweig.  Bei  der  Ellipse 
und  Hyperbel  heisst  der  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden 
Scheitel  von  einander  der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum  des 
beireffenden  Kegelschnitts.  >.  • 

Nach  8)  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  in  dem  Systeme  der  jt,^; 

(i-n«)V+yi2=rzr^ 


(x\   *\  *      s  V i  -\  ■ 
_wa_  \  +  f      na       \  =  1. 


Fflr 


na  na 


wird  also  die  Ellipse  ein  Kreis.  Aus  vorstehender  Gleichung 
folgt  aber  *  „ 

1-*««=  VT^V«,    4/1^*«  =  1,    l-n*=l,   n  =  0; 

wodurch  die  Ausdrücke 

na         .  na 

• 

beide  verschwinden,  insofern  a  eine  endliche  völlig  bestimmte 
Grosse  ist  Das  Wahre  bei  der  Sache  ist  aber  Folgendes.  Wir 
wallen  n  sich  der  Null  nähern  und  den  absoluten  Werth  von  a 
so  in's  Unendliche  wachsen  lassen,  dass,  indem  r  eine  bestimmte 
endliche  reelle  positive  Grösse  bezeichnet,  immer 

i 

™l.  y^=^i=r 
ist;  dann  wird,  weil  nun 

val.  ab..  j^ni  =  ~=| 

ist,  sich  offenbar 

71  fl 

val.  abs. 

immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der 
Grösse  r,  nach  11)  afee  die  Ellipse  imrater  mehr  und  mehr  und 
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bis  su  jedem  MieUgen  Grade  eilte»  Kreise  mit  dem 
r 


C^  +  C?)'"1  odct 

int.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  Hegt  in  der  Axe  und  seine 
mit  ihrem  gehörigen  Zeichen  genommene  Entfernung  von  der 
Directrix  wird  nach  dem  Obigen  für  jeden  Werth  von  a  und  n 

durch  den  Bruch  bestimmt,  wächst  aber,  absolut  genom- 

men, offenbar  ins  Unendliche. 

Die  Gleichung  der  HyperbeJ  in  dem  Systeme  der  ist 
nach  10) 

n*a* 


12)   .    .  . 


Aus  der  Gleichung 

na  na 

folgt 

also 

folglich  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  dem  Systeme  der  xxyx  i 

Eine  Hyperbel,  deren  Charakteristik  V^ist,  wird  eine  gleich« 
seitige  Hyperbel  genaust. 

Die  Entferoaoff  des  Mittelpunkts  einer  wichen  i'vuerbel  van 

der  Directrix  isi  nach  dem  Obigen  offen  bat  —  a. 


>  • 
_  _• 
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II» 

Allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte. 

J.  3. 

Allen  unseren  Untersuchungen  legen  wir  nun  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  zu  Grunde  und  bezeich- 
nen in  Bezug  auf  dieses  System  die  Cs»  rdinaten  des  Brennpunkts 
de»  Kegelschnitts  durch  f,g,  die  Gleichung  seiner  Üirectrix  durch 

1)    .....   .     Ax+  ßy +  C=0, 

die  Charakteristik  aber  wie  gewöhnlich  durch  n.  Ist  dann  (xy) 
ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie  v 

( Ax  +  By  +  C)» 
A*+B* 

das  Quadrat  »einer  Entfernung  von  der  Directrix,  und 

(*-/)»  +  (*-*)» 

ist  das  Quadrat  seiner  Entfernung  vom  Brennpunkte.  Folglich 
ist  nach  }.  1.  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 


2)  n*{Ax+By  -h  0«=^*+  B*)l (y  - 

Zieht  man  anf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

3)  *(Ax+By  +  C)=z±\r(A*+B*)\ix-n*+(3-9)%\. 

in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mus«, 
die  Grösse  Ax  +  By+  C  positiv  oder  negativ  ist.  Um 
genauere  Bestimmung  wegen  des  Zeichens  zu  geben, 
wir  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen. 

■ 

§•*■ 

Lehrsati.  Die  Punkte  Cffijft)  und  (£*y»)  liegen  auf 
einer  und  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  durch  die  Gleichung 
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Ax  +  By+C=0 

in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  cha- 
rakterisirten  Geraden,  jenacbdem  die  Grossen 

Axx  +  Byx  +  C  und  Ax%  +  By.i  -f  C 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Beweis.    Eine  der  beiden  Coordinatenaxen  wird  von  der 
durch  die  Gleichung 

Ax  +  By+  C=0 

i 

charakterisirten  Geraden  «immer  geschnitten.  Wir  wollen  anneh- 
men, dass  diese  Coordinatenaxe  die  Axe  der  x  sei.  Legen  wir 
nun  durch  die  Punkte  (xxyt)  und  (x^)  zwei  der  durch  die  Gleichung 

Ax+By\  C  =  0 

charakterisirten  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  deren  Glei- 
chungen bekanntlich : 

4(*-*,)+jB(y-y,)  =  0,    ^(o:-a:4)  +  Ä(y-yft)=0 

oder 

Ax  +  By  +  C-(Axt  +  Byx  +  C)  =  0, 

^r+%+C-(^ra  +  ffy2+C)=0. 

Bezeichnen  jetzt  At,  X^  die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte dieser  beiden  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

AXt  +  C-(Axx+Byx+C)^09  ■ 

AX2  +  C-(Ax*+By2+C)  =  0; 
oder:  '  *  "! 

AXX  +  C=  Axx  +  Byt  +  C, 

^A'a  +  C  =  Jxa  +  ÄVa  +  C ; 

und  ist  X  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts  der  durch 
die  Gleichung 

Ax  +  By  +  C=0 
charakterisirten  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  ist 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  den  beiden  ohitren  Gleichungen 
zwischen  A\,  Aa  ab,  so  erhält  man: 
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A(Xx-X)=Axl  +  Byx  +  C,  • 

A(  X%  -  X ) = Ax%  -f  By*  +  C; 

woraus  durch  Multiplication  die  Gleichung 

JTt  —  X)(X+—X)zz (Axx  +      -f  C) (Ax*  +  BH  f  C) 

erhalten  wird,  welche  ans  zeigt,  das« 

Xx — X  und  X% — X 

rJekse  oder  angleiche  Vorzeichen  haben  ,  jenachdem 

Axx\Byx  +  C  nnd  Ar,  +  #yi+C 

rjeiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Nach  der  Lehre  ^on 
der  Verwandlung  der  Coordioaten  sind  aber  bekanntlich 

Xx  —  X  und   Xt  —  X 

die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die 
Punkte  (xjyi)  und  C^ayi)  mit  der  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By+C  =  0 

charakterisirten  Geraden  parallel  gelegten  Geraden  mit  der  Aie 
<Jer  x,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  dieser  letzteren  Gera- 
des mit  der  Axe  der  x  als  Anfang  annimmt;  nnd  da  nun  nach 
des  Obigen  diese  Coordinaten  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 
babeo,  jenachdem  die  Grössen 

Axx  +  Byx  +  C  und  Ax%+By%+C 

rjeiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  erbellet  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes  auf  ganz  unzweideutige  Weise. 

j.  5. 

Mittelst  dieses  Satzes  lägst  sich  nun  die  folgende  Bestim- 
mung wegen  der  Zeichen  in  der  Gleichung  3)  geben. 

Weil  nach  j.  2.  die  Parabel,  die  Ellipse  und  der  erste  Zweig 
der  Hyperbel  immer  ganz  auf  derselben  Seite  der  Drrectrix  lie- 
fen, auf  welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt,  so  haben  für  diese 
Corren  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  die  Grossen 

Af+By\C  und  Ax+By  +  C 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen.   Also  mues  man  in  der  Gleichung 
TWU  XML  S 
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n (Ax  +  By +€)  =*-± ß*>\{x~fr*  r(y-g)%\ 

für  die  Parabel ,  die  fiMtpse  und  den  «rsten  Zweig  der  Hyperbel 
das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grusle 
Af+Bg+C  positiv  oder  negativ  ist  Weil  aber  nach  }.  2.  der 
zweite  Zweig  Her  Hyperbel  und  der  Brennpunkt  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Directrix  liegen,  so  haben  für  denselben  nach 

dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze  die  Grössen 

♦ 

Af+Bg  +  C  und  Ax+By  +  C 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  rouss  also  in  der  Gleichung 

n  (Ax  +  By  +  C)=±  V*      +      i  ( W)*  +  (y-tf*  *  . 

Si 

für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  da«  untere  oder  obam  -  Vor- 
zeichen nehmen ,  jenaebdem  die  Grösse  Af  +  Bg  -f  C  positiv  oder 
negativ  ist. 

'  Für  mehrere  Psnkte  der  Parabel,  der  KJlipse  und  eines  dnd 
desselben  Zweiges  der  Hyperbel,  deren  Ceordirraten  y  sein 
mögen,  muss  man  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Vorzeichen  auf  einander,  so  dass  man  nämlich  för  alle  Punkte  in 
der  folgenden  Gleichung  -dasselbe  Vnrseicbtf»  nimmt, 

■ 

*  *  ♦  • 

Setzen.  Für  Punkte  in  verschiedenen  Zweigen  der  Hyperbel  muss 
man  aber  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Vorzeichen  saf 
einander  für  den  einen  Zweig 


n  (Ax  +  Bf+  C>=±  V  (A*+  &)  \«r  -  f)* ♦ 
und  för  den  anderen  Zweig 

n(Ax  +  By  +  C) = T  V  (4* -f  B*>  i  (.r  -  f)%  +  (y  - tf*  i 
setzen. 


}.  6. 

■  * 

ü»  die  Frage  z*  beantworten,  oh  snfer  der  affgemeinen 
Giwhnng  dar  Kegelschnitte :  ■  «  " 


auch  die  Gleichung  des  Kreises  enthalten  ist,  bringe  man  die- 
selbe aaf  db  Form  l4' 
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(*-/^-Ky-j)«=(7^=)'.(l  +  ^+ 

and  lasse  nun  n  sieb  der  Null,  dep  absoluten  Werth  von  Caber  sieb 
dem  Uoendlichen  so  nähern,  dass,  wenn  r  eine  gewisse  positive 
Grone  bezeichnet,  der  absolute  Werth  «oq  nC immer  der  Grösse 

rS#+B*  gleich,  also  immer 

»t  Dann  geht  die  obige  Gleichung  in  4**  Gleichung 

eines  aas  dem  Brennpunkte  (fg)  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halb- 
messer r  beschriebenen  Kreises  über.  Ffir  den  Kreis  muss  man 
aUo  io  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  immer 

«=o,  c=±*,  (^=),='1 

letzen. 


r 

Innerhalb  und  ausserhalb  der  Kegelschnitte  liegende 

Punkte. 

■  • 

Wir  wollen  wieder  die  beiden  in  j.  2.  durch  xy  und  xxyx 
bezeichneten  Coorduiatensysteme  und  4ie  darauf  bezüglichen  Glei- 
chongen  betrachten,  indem  wir  die  Entfernungen  des  beliebigen 
Punktes  (xy)  oder  foyO  von  der  Directus  und  vom  Brennpunkte 
respectire  durch  u  und  v  bezeichnen. 

;  f. 

Parabel. 

er  Kürze  wegen  wollen  wir  annehmen,  das«  die  in  j. 
a  beaejejinete  Grösse  positiv  *ej.   Es  ist  nun  offenbar 

aacb  j.  2.  aber 


£4  '    Gruner  t:  Theorie  äer  Kegthchnitte 

.    ,         ««=<*,+  ;«)•.  4«)* 

und  nach  j  2.  int  (Ar- Punkte  in  der  Parabel 
Wenn  nun  xt  negativ,  also 

9 

♦ist,  «o  liegt  nach  §.  2.  der  Punkt  (xy)  oder  offenbar 
aerhalb  der  Parabel.    Nach  dem  Obigen  ist  aber 

r»= xv*  -  o*t  +  ia»  +  yi1» 
•  tt1=xl1  +  ax1  -Ha«; 

also 

nod  folglich,  weil,  «x,  negativ  ist,  offenbar 

0.  also  r>«. 

Wenn  ferner  xt  positiv,  also 

«*k>0 

ist,  so  liegt  nach  §.  2.  der  Punkt  (xy)  oder  (xtyt)  offenbar 
serhalb  oder  innerhalb  der  Parabel,  jenachdem 

yt*>2axl  oder  y,<2o.r1 
ist.  Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

also 

e1  —  M*  >  0  oder  0, 

folglich 

i;>ii  oder  v<«,  .  t, 

jenachdem  der  Punkt  (xy)  oder  ausserhalb  oder  innerhalb 

der  Parabel  liegt  Weil  endlich  der  Punkt  (xy)  oder  (xtyt)  nach 
}•  1.  für  v  =  u  offenbar  in  der  Parabel  liegt,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  einen  Punkt,  dessen  Entfernungen  voo  der  Directrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u  und  v  sind,  der  Kürze  wegen  durch 
(«9)  bezeichnen,  der  folgende  Satz: 

Jenachdem 

r<«f  t  =  u,  v>u 
Ut,  liegt  der  Punkt  (uw)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Parabel. 
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4  • 


Ellipse. 

Indern  wir  dieselben  Zeichen  wie  vorher  beibehalten,  ist  such 
jetzt  wieder     '  * 

Nich  {.  2.  Ist  aber 
alio: 

Ferner  ist  nach  {.  2.  für  Punkte  in  der  Ellipse 


D 


woraus 

5,»=  O-*)  V  =  (1  -»)  | (Ä)'  —,i 

folgt.    Da  hiernach  offenbar 

no 


1  — »* 

die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  der  Ellipse  in  Beaug  auf 
ihren  .Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  so  liegt  für 


der  Punkt  (-ry)  oder  {^\yv)  jedenfalls  ausserhalb  Her  Ellipse. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 


e* 


/  na  V     Sn*«^      ,  . 

Mm 

*»-  („«,)«  =  (1  -  n*)  I  .r.»  -  (|~^)  "  I  +  Jft1« 
folglich  nnt^r  der  gemachten  Ywanssetaung  offenbar 
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©*-(ntt)*>0,   t  >  nu. 

Wenn  ferner 

ist,  so  liegt  der  Piibkt  (J#)  oder  fa*)  ausserhalb  oder  iooer- 
haib  der  Ellipse,  jenachdem 

*»>  (!-»«)  oder  yi»  <  (1-n«)  \(^f-xt^ 

ist.   Nun  ist  aber  oach  dem  Obigen 

v*- (««)*  =!  (l  -  «»)  t  *,«  -  (j—i)'  I  +  y.* 

oder  ... 

t 

r*-(„«)*  =  ^«-(l-n«)  |(t~i)'  • 

folglich 

t>*  —  («Ii)*  >  0  oder  c*  -  (nti)*  <  0 , 

also 

e  >  im  oder  e  <  nii, 

jenachdem  der  Punkt  (xy)  oder  (xiyO  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt.  Weil  nun  endlich  nach  §.  1.  fiir  e  =  ntf  der 
Punkt  (*jf)  oder  in  der  Ellipse  liegt,  so  ergiebt  sich  der 

folgende  Satz: 

Jenachdem 

v  <  im,   e=±ttw,   ©  >  ntf 
ist,  liegt  der  Punkt  (hp)  innerhalb,  iti,  Ausserhalb  der  Ellipse. 

Hyperbel. 

Es  ist  wieder 
Nach  {.  2.  ist  aber 

also:  '  '  -  1  ' 
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»2a 


„«  =  (,, --5^)»,    e.=(Xl_^£1)»  +  ylt. 

■ 

Fernei  i*t  tmch  j.  1  für  Punkte  In  der  Hyperbel 


»«raus 


folgt.    Da  hiernach  offenbar 

•  it     •  i 

n*— 1 

die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  der  Hyperbel  in  Hezin;  auf 
ihren  Mittelpunkt  al*  Anfang  sind,  so  liegt  für 

der  Punkt  (xy)  oder  {xtyx)  jedenfalls  ausserhalb  der  Hyperbel. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

■ 

/    s%      «   «    2w2fl^i      /  na    V . 

(»«)'=»s^i1-nnrr  +  Vn*~i/  ' 

»Um» 

*-(»«)« -(^^(grrO'-vj 

folglich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 

e*  -  (im)«  >  d,  e>»ii. 

Wenn  ferner 

iet,  so  liest  4er  Punkt  <a:y)  oder  ausserhalb  oder  inner- 

halb der  Hyperbel,  jenachdeni 
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ist.   Nun  Ist  aber  nach  dem  Obigen 

•der 

r«-  (nu)*  -  (j^Tj)V 

folglich 

**  —  (««)•  >  0  oder  c1  —  (nn)«  <  0, 
also      .«  . :      *  '       v  1 

r  >  n«  oder  e  <  n«, 

jenachdem  der  Punkt  (jry)  oder  (^yi)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Hyperbel  liegt.  Weil  endlich  nach  {.  1.  für  e  =  n*  der  Punkt 
(xy)  oder  (ftyt)  in  der  Hyperbel  liegt,  so  ergiebt  sich  folgender  Satx : 

Jenachdem 

p  <  nu,   i>  =  tim,  ©>nt* 

ist,  liegt  der  Punkt  (119)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Hyperbel. 

Hiernach  können  wir  nun  den  folgenden  allgemeinen  Satz 
aufstellen : 

Ein  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Directrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u  uud  e  sind,  liegt 

Innerhalb  des  Kegelschnitts, 
•  In  dem  Kegelschnitte, 
* itsa erhi»lb  des  Kegelschnitts, 

jenachdem 

9  <  nte,   f  =  mi,   r  >  #r v 
ist.  • 

In  Bezug  auf  das  in  j.  3.  betrachtete  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  ist 

I 

wenn  a\  5  die  Coordinaten  des  Punktes  (np)  in  diesem  Coordi- 
natensysteaie  sind.  Daher  ergiebt  sich  nach  dem  vorhergehen- 
den rVagruphen  der  folgende  allgemeine  Satt: 
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Jeder  durch  die  Coordinaten  x9  y  bestimmte  Punkt 
lieCt 

Innerhalb  des  Kegelschnitt», 

in  dem  Kegelschnitte,  '  ' 

«n»serhs>lb  des  Kegelschnitts, 

jenachdem 

(A*  +  B*)  {<*-/)*+ (y -gP\<  n*(Ax + £y+  Cp, 
(A*+B*)[  (y  ~      >  n»  (Ax  +     +  C)« 

ist. 

Druckt  man  diese  Bedingungen  auf  folgende  Art  aus; 

•o  werden  dieselben  nach  j.  6.  för  den  KreU: 

<*-/)Ä +  >r*; 
wie  auch  anderweitig  bekannt  genug  ist. 


Zweite  Directrix  und  zweiter  Brennpunkt 

}.  9.  , 

Wir  wellen  uus  jetat  die  Frage  zur  Beantwortung  vorlegen, 
ob  ck  eine  der  Directrix  parallele  Gerade  und  einen  zweiten  Punkt 
gi#bt ,  zu  welcher  Geraden  als  Directrix  und  zu  welchem  Punkt« 
als  Brennpunkt  alle  Punkte  des  Kegelschnitts,  unter  Voraussetzung 
derselben  Charakteristik ,  in  ganz  ähnlichen  Beziehungen  steheo, 
*ie  zu  der  ursprünglich  gegebenen  Directrix  und  dem  urspning- 
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lieh  gegebenen  Brennpunkte.  Seifte  dies  der  Fall  nein»  wotuber 
das  Folgende  Aufschlug  geben  wird,  so  würden  wir  diese  Ge- 
rade und*  diesen  Punkt  die  zweite  Directus  und  den  zwei- 
ten Brennpunkt,  die  ursprünglich  gegebene  Dirct'lrix  und  den 
ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  aber  die  erste  Di re  et  r  ix 
und  den  ersten  Brennpunkt  nennen. 

Die  Charakteristik  bezeichne»  wir  nie  gewöhnlich  durch  n. 
Die  Gleiqhung  der  ersten  Directrix  ist 

•;      -  •     »      ;   •     •    •  . 

Ax  +  By  +  C  =  0, 

und  die  Coordruafteu  des  ersten  Brenupnnkt*  eftnd  /"»  ♦>    De  die 

zweite  Directrix  der  ersten  Directrix  parallel  sein  soll,  so  hat  ihre 
Gleichung  die  Form 

Ax  +  By+L\=0, 

und  die  Coordinaten  des  zweiten  Brennpunkts  wollen  wir  durch 
fi,  f/i  bezeichnen  Dies  vorausgesetzt,  sollen  also  für  jeden 
Punkt  des  Kegelschnitts  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die 
zwei  folgenden  Gleichungen  Statt  finden  : 

** (Ax  +  By  \  O«  =  (A*  r  B*) \{x-()*  +  {y J . 

n*{Ax+B9  +  Ct)*=(A*  +  J3*)«*-/i)»  K^-e,)»!. 

Die  zweite  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

n»{(J.T  +  lty  +  O-fC-COi* 

=  M»+  Ä*){[(.r--/-)  +  (/•-/,)]*  -f  [(l-jfj  +  to-ei)]1:, 

also  auf  die  Forin 

n'(Ax+  By  +  C)*  ~W(C-~L\)(Ax +  By  +  C)  f  ««(C-  f,)* 

bringen;  und  ziehen  wir  nun  von  dieser  Gleichung  die  er*te  der 
beiden  obigen  Gleichungen  ab,  so  erhalten  wfr  die  Gleichung: 

n*(C-Ct)*-.2nHC-t\)(Ax+  By  +  C)  < 
Da  diese  Gleichang  unabhängig  von  besonderen  Wertheu  >on 
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selben  auf  bekannte  Weise  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
fi>  9i>  <\  abzuleiten  suchen  müssen.  I»  wie  wetz  diese  Bestim- 
möglich  ist,  will  ich  im  Allgemeinen  nicht  untersuchen, 
will  vielmehr  den  zweiten  Brennpunkt  (f{g\)  der  besonde- 
ren Bedingung  unterwerfen,  das«  er  eben  so  wie  der  erste  Brenn- 
punkt (fy)  in  der  Axe  des  Kegelschnitts  liegen  soll.  f 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Directriz  senkrecht  stehen- 
Geraden  hat  im  Allgemeinen  die  Vi 


»  ! 


soll  nun  diese  Gerade  durch  den  Brennpunkt  (fg)  gehen» 
also  die  Axe  des  Kegelschnitts  sein,  so  muss 

•ein,  woraus  sieb  fär  die  Axe  des  Kegelschnitts  die  Gleichung 
1)  ...  .  .  .  B(x-f)-A(y-g)=* 

ergiebL  Soll  also  der  zweite  Brennpunkt  (/V?,)  in  der  Ax»  II*- 


(fi-n-o <(ji-*)»0  oder  B(f~ft)-A(9^fl)  =  0 
•ein,  woran«  sieb 

ergiebt.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  g—  gx  in  die  obige  all- 
gemeine Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe: 

■W-  Q)»  -  2n«(C-  (\)  (Ax  +  Bg  f  C) 


(^^),(/-/i)*+2J^,y-/5)lMa:+Äy+  Ci-lAf\  ffgi  *?)!. 
•ich  die  Gleichung  1  j 
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ergiebt  Weil  diese  Gleichung  unabhängig  von  besonderen  Wer- 
tben von  x  und  y,  also  auch  von  Ax  +  By  +  Ct  Statt  finden  muss; 
ho  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

■  .  .      .  «•(C-d)*  — ^—  (/Wi)~0, 
Aua  der  eraten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt : 

•  * 

also  nach  der  zweiten  Gleichung: 

wi (C- d)«  +  MT+  +  C)«  -  |n«(C-  )  +  Bg  +  C|*  =  0, 
welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

( C  -  Q )  { ( 1  -  **)  ( C-  Q )  -  2  (Af  -f      +  C ) ) = 0 
bringt,  woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

C-Q=0,   (l-»*)(C-<\)-2M/-+^  +  C)  =  0 

ergeben.  Da  nun  aber  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wie- 
der auf  die  erste  Directriz  zurückführen  würde,  so  bleibt  nur 
die  zweite  Gleichung 

(1  -  n»)  (C-  C, )  -  2  ( Af\  Bg  +  C)  =  0 , 
aus  welcher  «ich 

r    r     MAf+Bg  +  C) 
c~~c>  -       1— Ii» 

ergiebt,  woraus  dann  nach  dem  Obigen  ferner 

%i*A(Af+Bg+C) 
r-ri  —  -  (1— 1 

g—9i-—  (i— 

folgt,  so  dasi  wir  also  jetat  die  folgenden  Formeln  haben» 

<  .     ,  9*M(4/+ff*+C) 
3)   •   •   .  („*^- • 

_    WBiAf  I  %H  C) 
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Da  diese  Ausdrücke  nur  dann  Tür  Cx ,  fx .  gx  endliche  völlig 
ite  Werth©  liefern,  wenn  »  ^  1  bt,  «her  nicht  für  »=1, 

so  haben  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  zwei  einander  parallele 
Directrixen  und  zwei  denselben  entsprechende  Brennpunkte,  welche 
in  einer  und  derselben  auf  den  beiden  Directrixen  senkrechten 
Geraden,  nämlich  in  der  Axe  des  Kegelschnitts  biegen ;  die  Pa- 
rabel bat  aber  nur  eine  Directrix  and  nur  einen  Brennpunkt. 

S.u. 

1 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfernung  der  beiden 
(fy)  und  (fx9x)  der  Ellipse  oder  Hyperbel  von  ein- 
wir  durch  F9  G  bezeichnen.    Dann  ist 


FsnUf+fih    6  =  !(*  +  *) 

also  nach  3):  ' 

n*A(Af+ßg  +  Q 


3)  . 


•    •  • 


n*B{Af+Bf,+  C) 
U-9     (n*-l)(^+Ä*)  ' 

/        *n*A(Af+Bg  +  Q 
%n*B(Af+  Bg  +  C) 


9i=9 


folgt  sogleich 


Af%  +Bgx  4  6=-  Jt{  {Af+  Bg\C) 


oder 


Af+Bg  +  C._  n«-l 

4)  •  •  •  * ;  MTB^TH — »"T»' 

.  Also  Ut  nach  S): 

(»«+ 1)  (/<*+ fi«)  ' 


■  • 
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und  weil  oon  aueb        -\  "     .  * .    »  « 


geratzt  werden  kann,  «o  ist: 

tfJ(4A  4  Igi  +  CD 
*  -«  ~    (i«+l)(ilHß!)  ' 

6) 


•      •  • 

.         ♦  ■ 


_  n*B{Afx+Bgx  +  C) 

(n*+l)  C4*-f  B*) 

Aua  3)  und  6)  folgt  leicht: 
AF+BG+Cs=- 


oder 


7)    .    .  . 


l     Af+Bg+C  _ 
\   AF+BG  +  C— (n 

welche  Relationen  alle  sehr  bemerkenswert*  «id. 
Auch  kann  man  noch  die  Relation 
8)  AF+BG+C^KC-Ct) 

merken. 


»        >  • 


j.  12. 

Wir  wollen  jetzt  die  Coordinaten  der  3eheitel  der  Kegel- 
schnitte suchen,  welche  bekanntlich  die  Durchschnittspunkte  der 
Axe#mit  dem  Kegelschnitte  sind.  Bezeichnen  wir  also  die  Coor- 
dinaten der  Scheitel  durch  f,  und  //,  so  haben  wir  au 
deren  Bestimmung  nach  dem  Obigen  «e  Gleichungen: 

und  x 

n%{Afi*  +  Bgx'  +  QÄ  » {A% +JB*)  I  (fi  '—$)*)» 
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- 

mau  sieht ,  das*  die  Coordmete»  der  Schottel  die  au  ei 
Woraelpaare  der  beiden  Gleichungen 

•         ■  *         t  ' 

i,  wofern  es  zwei  solche  reelle  Warzelpaare  gtebt. 
Uro  diese  Gleichungen  aufzogen,  bringe  man  sie  auf  die  Form: 
n*  { A<?-n  +  B(t>-g)  +  Af+  Bff +  C\*  =  (A*+B*)\  (»-tf)*!* 

woraus  sich  aur  Bestimmung  ?en  X—/  die  Gleicbong 
(aa_ i^ÄJÄJ -I-  ^  +  O  £*r~(X-rf) 

ergiebt. 

Fflr  die  Parabel  ist  n  =  l,  und  die  vorstehende  Gleichung1 
wird  also  in  diesem  Falle:  »' 

woraus  sich 

■ 

>-r—--  ua*+b*)  ' 

B(Af\Bg\  C) 

— wtvt 

i 

ergiebt,  dass  also  die  Parabel,  wie  wir  auch  schon  wissen, 
nur  einen  Scheitel  hat,  dessen  Coordinaten  f,  ff  durch  die 
Formeln 


10) 


•     •  • 


f -fr.     w+b*)  ' 

BW+Bg+Q 


bestimmt  werden. 

Fflr  die  Ellipse  oder  Hypenbal  Jet  vnd  r  —  /"  mnss 

durch  Auflösung  dir  quadratische»  deichung  (   '  ' 
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beatimmt  werden.    Es  ift  aber  nach  2)  uad  3): 

t    r  **MAf+B9\C) 


(r-/)»-(A-/)(r-/)=-5i-r(/l  -/)'. 


(r-fi*-2(F-n<r-n = -  ^i-  C— A 

Dorch  Auflösung  der  ersten  dieser  beiden  Gleichvngen 

Verbindung  mit  der  ßleicbnng 


i 


erhält 


Ä(F-/)-^(»~ir)  =  D 


r-f--^r(fi-f). 


al«o.  weil  offenbar 


Ist: 


A     fi  —f 


1») 


12) 


> 


Weil  nach  II) 
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ist,  so  sieht  man,  das»,  wenn  jetzt  (f'g')  der  dem  Brennpunkte 
[fg)  nächste  Seheitel,  also  (fitf)  der  am  weitesten  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  entfernte  Scheitel  ist,  offenbar 


13) 


lito 


U) 


+  ,    »— +  ,    w — 1  ,»+1 


14*) 


gesetzt  werden  muss. 

■ 

Au«  13)  und  2)  erhält  man  leicht : 

'  n  nA(Af+Bg  +  C) 

'J  nB(Af+Bg+C). 
nA(Af+Bg+C) 

Tx  ~*T  (it-l)M*+*V 

„-  nB(Af+Bg+V). 

den  beiden  ersten  dieser  Formeln  die  Formeln  10) 
für  die  Parabel  offenbar  hervorgehen,  wenn  man  *  =  l  setzt,  so 
riebt  man,  dass  die  den,  dem  Brennpunkte  (fg)  nächsten  Schei. 
fei  (ff/)  bestimmenden  Formeln  ganz  allgemein  für  alle  drei 
Kegelschnitte  gelten. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfer- 
der  beiden  Scheitel  von  einander  durch  F9  Cr";  so  ist 


F*  =  i(f'  +  f/)9  G^Xg'+gS); 

also  nach  14) : 

**  =  KM-/"i).  G'  =  \(g  +  9l); 
folglich  nach  dem  Obigen: 


Digitized  by  Google 


98  Grumri:  jrfeerfrsVr  K^fltchnUU  *. 

so  das«  #|#o  4ic»  Punkte  (F^  *ndi  (FG')>  vom  denen-  wir  den 
Jenateren  &  de»  Alittelpuojrt  der  fcllipe*  eder  Hyperbel  ge- 
nannt  haben,  mit  einander  zuaaiumenfalleau i    »    ,  v'  1  - 


Bezeichnen  (wir  die  Entfernung  der  1  beiden  Brennpunkte  tob 
einander  durch1  2r#  die  Entfernung  der  beiden  Scheitel  von  ein- 
ander durch  2a,  ao  ist : 

4««=  (/-/,)* 


...  1  »  •    •  f 


Nach  13)  öder  14)  ist  aber:  \        ,  ( 


also 


1 

.  rs  .      |  «  ■ 

4««    (f-/,  +  )»,. 


und  folglich  nach  2):  f  • 


IS)    ...  . 


^  _  n*(Af+Bg  +  CV 
tn~  (n«-l)»(^»+Ä*)' 


" ' i  'W*lM.imweli  •   ••'•'<  ■ 

.       r»,  •*«  n5«*, .  s^  n«  .       .   ,>:  .  <<  •  -,    •  - 

'l«t,  *n  ist 


■»  *  • 


n*—  e*  =  (1—  n«)a*,   e*— a»=  (n1— l)n«, 

und  Tnlslich  fär  dre 'Ellipse  a*  —  c2,  ffir  die  Hyperbel*'«*-- a*  po- 
sitiv.  Daher  kann  man  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  respectiv« 

«nd  6»=e»-e»,      :,  (!.„f  ,„K 

also  respective       ,     .  ,  ,  ^  v 

folglich  allgemein  ,  t  , 

ir/r 
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17)  .       .ii  fc   .«..*.  ...    e*  33  0*^0*  ..  .  *♦ 

txen,  «renn  man  fflr  4te  Eilige  da«  obere,  für  die  Hyperbel 
da«  untere  Zeichen  nimmt.  Weil  nach  dem  Obigen  filr  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel  respecti  ve  '   ' 4 

.     A«==(!~»t»;o«  und  6i=r(M*-l)ii« 
iit,  *o  hat  man  nach  15)  für  die  Ellipse  die  Formeln : 

und  fflr  die  Hyperbel  die  Formeln : 

■ 

■ 


1  ■  •* 

*  .  « 


•  '     •  •'    ...  »  -i  . 


Auch  ist  flir  die  Ellipse:  , 


Vf  Ii*      ß  ' 

rod  für  die  Hyperbel :  .    "i  ^-  I«  , 


Die  so  häufig  bei  den  vielen  Apwendungen ,  die  sich  von  der 
Hüp^nnd  ^yperbet  machen  lassen,  vorkommenden  Grossen 

wm!  also  nicht«  weiter  als  die  Cha^ristikeu  djeser  Corven. 


7# 
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Soll  bei  der  Ellipse  «  =s  k  sein,  sc»  raus«  nach  20) 

I—  «*=3l,  naö 

-  •     •  * 

«ein,  welcher  Fall  schon  früher,  mit  NacbweUung  seinar  eigent- 
lichen Bedeutung,  besprochen  worden  ist. 

Soll  bei  der  Hyperbel  a  =  £  sein,  so  raus»  nach  21) 

»«-1  =  1,   »i  =  V2 

seilt,  welchen  Fall  wir  gleichfalls  schon  früher  besprochen  haben. 

Die  Entfernuug  des  Brennpunkts  (fg)  von  der  entsprechen- 
den Directrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
der  absolute  Werth  von 

Af+Bg  +  C. 

Va*+b*  9 

also  nach  dem  Obigen  ist  diese  Entfernung  ffir  die  Ellipse: 

1— n*       VI-««.     1  —  w* 

 a  =  JL^ — 7JL  b  —     t    e , 

n  n  *  n 

j 

und  für  die  Hyperbel  : 

Fflr  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  diese  Entfernung  also: 

JL-±  i 

V2  ~  v2"~*f' 

folglich  immer  der  Hfilfte  der  Excentricität  gleich,,  da  die  Gr«*** 
e  die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  genannt  xu 
werden  pflegt. 

§.  13, 

Des  Folgenden  wegen  sind  rficksichtlich  der  EHipe*  und  Hy- 
perbel noch  die  folgenden  Bemerkungen  nOthig. 

Nach  §.  )0.  wird  jede  dieser  Curven  durch  die  heilen  Glei- 
chungen / 

w*  (.Ix  +  BH  +  O*  =(A*  +  Jfj  +  (y 

charaktertsirf.    Der  erste  und  zweite  Brennpunkt  sind  (fg),,)**" 
und  die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Directrix  sind 
respective  ,  .        /  >>\     r  j 

Ax  +  By+C=0,   Ax±Bg  +  c[=zQ. 

•Für  die  Ellipse  ist  nach  J.  5. 
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«renn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grosse  Afx  +  Bgx  +  t\  positiv  oder  negativ  ist.  Was  aber  die 
Hyperbel  betrifft,  so  erhellet  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen, 
weoo  man  sieb  die  Ourve  aus  denselben  constrnirt  denkt,  auf 
der  Stelle,  das«  in  Bezug  auf  den  zweiten  Brennpunkt  und  die1 
zweite  Directrix  der'  zweite  Zweig  der  erste  und  der  erste  Zweig 
der  zweite  ist,  so  dass  also  nach  §.  5.: 

«t,  wenn  man  fÖr  den  ersten  Zweig  das  untere  oder  obere  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  die  Grosse  Afx-\-  Bgx  -f  Cx  positiv  oder 
n^ativ  tat',  dagegen  Mir  den  zweiten  Zweig  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenaebdem  die  Grösse  Afx  +  Bgx  +  Cx  posi- 
fir  oder  negativ  ist.   Nun  ist  aber  nach  2): 

_    >-%**B{Af+  Bg  +  C) 


rf  —   t#?^l  ' 


also,  nie  man  sogleich  übersiebt  :  / 
"der 

22)  .   .  .  Afx  \Bgx\Cx  =  -{Af\Bßl(?)t 

«k>  dasa  folglich  die  Grossen  +  C  und  Af]  +  Boa  +  Ct 

absolut  gleich  sind,  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen  nahen. 
Daher  kann  man  da*  Obige  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

Für  die  Ellipse  ist 

n(Ax  f  By  +  Ci)=-±  vTl*T/**j  I -/!)«  +  <f 

wenn  man  das  untere  oder  obere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Grosse  %  -f  C  positiv  oder  negativ  ist,  und  lür  die  Hy- 
perbel ist 

«cna  mao,  för  den  ersten  Zweig  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Af+Bg  +  C  positiv  oder  negativ 
<tt,  Mr  den  zweiten  Zweig  dagegen  das  untere  oder  obere  Vor- 
trieben nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Af+Bg+C  positiv  oder 
»egativ  ist. 
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Vergleicht  man,  diese  Resultate  niitifJS.,  BO)  Ofgiebl  »ich  Fol- 
gendes : 

Für  die  Ellipse  haben  die  Grossen     m  f  t. 

"  *  1      -  '  >   > .  1  ■        i  J   ,\  '    |  ■ 

A*  +  By+  e  und  ifct  -f  + 

entgegengesetzte  Vorzeichen^  und  die  erste  dieser  beiden  Grossen 
ist  positiv  oder  negativ.,  je  nach  dem  die  Grösse Affß$+tC  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  , . 


Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  haben  pV^T*!*» 

Ax  +  %+Cund  Asr+By+Ct  ' 

,  *  ■  i  »  ■    .  i   .  . «» 


*  i 


Reiche  Vorzeichen,  und  sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
grosse  Af+  Bg  +  C  posUi*  oder  ****** 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  dW' Frössen 
Ax  +  Ba  +  C  und  Ax  +  Jfcf  +  C, 

gleiche  Vorzeichen,  und  sind  negativ  .oder  positiv,  jenachdera  die 
Grosse  Af\  Bg  +  C  positiv  oder  negativ  Ist. 

I     1    ■  ^ 

V. 

V  e  c  t  o  r  e  n   T        '         '  " 

'  !  v         ■  :  .  -  A  ! 

{.  14.  •  ! 

Jede  von  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  nach  einem  seiner 
Brennpunkte  gezogene  Gerade "  heisst  ein  V  e c  f  o  r.  f)a  die  Pa- 
rabel4 nur  einen  Brennpunkt  hat,  so  entspricht  jedem  ihrer 
Punkte  nur'  ein  Vector;  die  Ellipse  und  Hyperbel  naVeo  aber 
zwei  Brennpunkte,  und  jedem  ihrer  Punkte  entsprechen  daher  zwei 
Yet-toren.  Wenn  (jry)  ein  beliebiger  Punkt  ejnes  Kegelschnitte 
ist,  so  sollen  im  Folgenden  die  von  demselben'  nach,  den  Brenn* 
pnnkren  (fg)  und  (/i^)  gesogenen  Verloren  res peetive  durch4 "¥ 
und  Vi  bezeichnet  werden.  1  ,      ;  v     |  i 

Weil  1  '  1  " 

F?=  (er -f\%  +  (*~ffP>  y\%=*{*~W  +  (tfHftP 

ist;  so  Ist  nach  den  beiden  aus  §.  10.  bekannten  schon  tat  vorig*» 
Paragraphen  aneewaudteii  «llOicburtgeli :  • 

S'     *  *Vf  V**+  Q»^(>  .  f ;  • 
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Für  die  Parabel  gilt  bloss  die  erste  Gleichung;  fter  fiif  die 
Ellipse  uod  die  Hyperbel  gelten  beide  Gleichungen. 

'  i  '    '  *   .    :  : 

J.  15 

Für  die  Parabel  ist  n=l,  und  nach  §.  6.  ist  die  Grösse 
A*  +  By+  C  positiv  oder  oegativ,  jenachdem  die  Grüsse Af+Bg+C 
po#v  oder  negativ  iet;  alea  ist  nach,  der  ^steu  der  bejdeqtflei- 
chongeo  1): 

wean  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grösse  4f  +  *?Ä-f  C  positiv  oder  negativ  ist. 

.      .  .      I  •      \  Vi       :      •  '  ' 

Für  die  Ellipse  haben  nach  {.  13  <lFe  Grt1a*en 

■ 

Ax+By  +  C  und  Ax  +  By  +  Ck 

enlgegengesetze  Vorzeichen,  uod  die  erste  dieser  beiden  Grössen 
•rt  pqeitiv  oder  negativ,  jenachdem  <Jie  ;Grä»se  Af.\  B$  +C  \>o- 
«nf  oder  negativ  ist.   Also  ist  nach  1) 

\  sTa*+b* 


V  _ -<Ax  +  By\Cx).  '  ! 

l~t    V A*  f  B*  9 

*«d  mann  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
Grösse  Af+  Bg  +  C  positiv  oder  negativ  ist. 

Aas  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  erhtflt  man  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen : 

fj.  v  —  \$£Lz&y  .  ' 

äUo  »*ch  IV.  2):  <,-h'9">«  ^ 
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und  folglich,  weil  nach  IV.  18)  mit  derselben  Bestimmung 
der  Vorsetcoeo  ofenbar 


ist: 

«  4»      .      •  ;- 


4)  V  \V\  =2a. 

< 

Für  F,  erhtlt  man  hieraus  leicht  den  folgenden  Ausdruck 


5)...  F.-i^^^—^fl-     2      ^+Äp  +  Cl 


oder 


6)...  FI_T(n,_1)^;i7qrgit»+    2    •jf+Bi  +  tf* 


die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenacbdem  die  Grosse 
Af+Bg+C  positiv  oder  negativ  tafe. 


17. 


Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  j.  13.  die 
Grossen 

Ax  +  By+C  und  Ax  +  By+& 

mit  der  Grosse  Af+Bg+C  beide  gleiche  Vorzeichen.  Also  ist 
nach  1): 


7)    .    .    .  . 


v_    .n(Ax  +  By  +  Q 
n(Ax+By+Cx\ 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nimmt,  jenacbdem 
Af\  Bg  +  C  positiv  oder  negativ  ist. 


Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  V 
»eichen : 
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1        STA*  +  B* 


il«o  nach  IV.  2) : 


»der  i*i  Si»  |  i  i 

Nach  IV.  19)  ist  aber: 

2a=J  .*»Mr+*g+Q 

;  .  ...  ;   ,  *(»*.-i)V 

also: 

»  '         l  I 

8)   F&— Fssio. 

Für  F1  erhält  man  hieraus  den  folgenden  Ausdruck: 

das  obere  oder  untere  Reichen  trenonimen  ,  jenachdem  Af  f  Bg  f  C 
positiv  oder  negativ  ist  •  *1,  f 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  j.  13.  die 
Grössen 

ifjr+Äfr-f  f?  und  ilr  +  ty  +  Ci 

mit  der  Grosse  Af+Bg+C  entgegengesetze  Vorseicben.  Also 
ist  nach  1): 


•  ■  i 

Ii  • 


die  unteren  oder  oberen  Vorzeichen  genommen,  jenacbdem 
Af+Bg  +  C'$iMv  oder  negativ  ist. 

•       •  •»•>>/  rM  >•• . i f  ff 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor- 
zeichen: »  *•  *  1 
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also  nach  IV.  2):  M  i>  • 

Nach  IV.  19)  ist  aber 


- .  .  . 


also:  ..1  ( 

II)  <  vV-rVi^a. 

Für  Fa  erhält  man  hier  all»  den-  folgenden  Ausdruck: 


t 


«  - . .. 


12)  .  F,  _ ±  ^^r^ll  +  — 2    •  ^+  ^  +  C< '  ^ 

das  untere1  oder  obere  Zeichen  genommen,  ]66achdem  Af-¥B§+C 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nach  0),  9)-^  ift  fÖr  die  ElHpse  und ^vpexber  aHefeWro r 


1»)  Vi 


(n«-i)«f^a»+fiii 2  mm^i  ... 


1  !  M, 


J?  a  r  ,a  in  e  t  e  r,  < 


•  •  1/         :<'•  1   i  'vi*   ^  >  •  f    '         i  \w  k    t  ;.{  v'>I» 


Unter  dem  Paraitnefe^  eines  Kegelschnitts  versteht 
die  durch  den  Brennpuqlft ,  weichen  «e  fttr  alle  Kegel- 

litte  giebt,  parallel  mit  der  Directrix  gezogene  Sehne  desselfteo. 


•  1     1  ■  > 
Die  Gleichung  der  D^eetrU  ist 

und  die  Gleichung  der  durch  den  Brennpunkt  parallel  njit,  der 
Directrix  gezogenen  Geraden  ist  folglich: 

A{x-f)+B(y  —  <t)=0.   . 
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MW 

Bezeichnen  nun  X, »  die  Coohlfnaten  der  Durchscbnitfopunkte  der 
durch  den  Brennpunkt  (fg)  parallel  mit  der  Directrix  gezogenen 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte,  *o  haben  wir  zu  deren  Beetim- 
«iiufc  die  OlVichungeE  :' 


oder 

lefcht  'mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 

'   ,l  '    '  1  ;  ( '  ''y—j. *B(4f±J*ff±£)   ■  • 


r  *  r:.i 


Bezeichnen  wir  nun  den  Parameter  mit  pr  «a  ist  pftnjbar, 

... 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden:  ,     ,  , 

also*         '      *'*     '    '  "  '  :     '  '  '   1   '        ;  ' 

.1!  ff 

und  nach  IV.  22): 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 

Af  +  ßp+GlfpMv  oder  uegatty         _   ,  | 

•  Am' 2)  urid'IVi  WV'Wj  finde*  nuin  -leicht  ffreHe  Ellipse  und 

Hyperbel : 
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Die  Entfernung  des  Brennpunkts  (fg)  von  der  entsprechenden 
Directrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  der 
absolute  Werth  des  Bruchs  i  \ 


'!  5 


Af\Bg\C  , 


so  dass  also  nach  2)  die  Entfernung  jedes  Breunponkts  von  der 

entsprechenden  Directrix  ^  ist;  für  die  Parabel»  wo  n  =  1  ist, 
also  lp. 

Nach  IV.  14*)  ist  .das  Quadrat  der  Entfernung  des  dem  Brenn- 
punkte (fg)  nächsten  Scheitels  (f<f)  voo  dem  Brennpunkte  {fg): 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  am  weitesten   von  dem 


Brennpunkte  (fg)  entfernten  Scheitels  (fx'gx')  von  dem  Brenn- 
punkte (fg)  ist:  .' 

Also  sind  nach  2)  die  Entfernungen  der  beiden  Scheitel  von  den 
Brennpunkten  bei  der  Ellipse : 


und  bei  der  Hyperbel: 


Für  die  Parabel  gelten  nur  die  ersten  Ausdrücke,  und  es  ist  also 
bei  dieser  Curve  \p  die  Entfernung  des  Scheitels  vom  Brennpunkte. 

▼II. 

Sehnen,  Durchmesser  und  Asymptoten. 

5.  19. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkt*  einer  iwei » Phrtkte  (Jjyi) 
und  (x,  y*)  eines  Kegelschnitt»1  >erbvnd  enden  Sehne  desselben 
neien  «,  e;  so  ist 


1  • 
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nach  einer  neuen  Methode  analytisch  entwickelt.  MO 

Weil  {xl9x)  und  (^yt) "Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so 
sWleehw  deren  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen 

deren  Subtraction  von  einander  man  die  folgende  Gleichung 

■  ■> 

=(^»+  «•)![(*,  -/)»-  +[(Sfi  -S>)%-(S*-9)*)I. 

■ 

welche  nian  leicht,  auf  die  Form 

rfMfa  —a.) + 1^  +  %H-  Ä(jfi  +*)  +  20 

also  auf  die  torin    >  .p  ,,.- .  vi 

1)  .  .  j  *«|^(*l-*t)  +  «(3f,-5i)|(ilir-fÄt.4-€) •< 

bringt;  und  aus  dieser  Geichung  erhält  man  leicht': 
9*  <tM(^-f/feiC)~MH^)(M-./) 

oder  11     j  V*  '  '      •  •  ! 

oder  '     '  '  *  ■  t  »» 

»'     ü  •.►...*•»  i     ■  .     ,  .  . , 

H&l    K^^l)^ i*»:i>i-A+  -#*B(i±:jr  +**A{Xf+  % fQ 


Betrachten  wir  nun  eine  Schaar  paralleler  Sehnen  von  belie- 
biger, aber  besHniuiter  Lage,  so  ist  für  dieselben  ^ — ^offenbar 

eine  coustante  Grösse,  die  wir  \m  Allgemefheft  durch  K  'bezeich- 
nen, und  also      "4  "  '  1 "  .   >  ; 
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8)  *f=^ 


setzen  Woltem  Dan*  erbslten  wir  nach  dem  Vorgebende*  fiirdte 
Mittelpunkte  (nt>)  dieser  Schaar  paralleler  Sehnen  die  folgende 

Gleichun*:    ^  (  .  .  ,  ,  .  v>      .   M  ^  .  jV,  .  , 

M  An  +  Bt,+iq-r(A*  +  ß*)  (u-f)  x 

*)  •  •  n*/?(^u  *  Bv  f&p(A?+      ip^gV  ' 

oder  h,,t 
|(«2-1)  +  +  flMC+('*a  +  -g*>/> 

oder 


Leicht  bringt  man  die  Gleichungen  7^  und  8)  aÄer  aWh  aul 
die  folgenden  Formen:  n.>  ;  v. 

+  \n*BC+  {A*  +  B*)g\  K+  l«M£  +      +  B*)f)  \ 

+{[(»* -l)i^-^]^-f  »MÄI(ü-j)  1=0. 

tfeil  diesi  Gleithungen  in  Bezug  auf  ti,  ©  vom  ersten  Grad* 
sind,  so  ergiebt  sich  folgender  wichtige  und  merkwürdige  Satz  ^ 

Die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  eine*  Geraden,  oder  der  geome- 
trisch,?, ,Qrt  der  Mittelpunkte  allef  parallelen  Sejinen 
eine«  ^egelechnUts  steine  Gerade.  ~* 


-ll  >i 
und 


Mr^htm^fr...«^ .,WWw-Sc^^.wft?pr  ***** 

bezeichnen  die   Coordinaten   der  Durchschnitts^  unkte  der 
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nach  einer  nuten  Vel/inde  analytttch  entwickelt.  -11t 

geometrischen  Oerter  ihrer  Mittelpunkte  durch  Wb  bähen  <*lr 

■o  deren  Bestimmung  nach  JO)  die  bejden  folgenden  Gleichungen: 

+ird.«-i)fi»-^]A:'+»M»(F-Sr)  [  =0. 

Die  Bestimmung  von  U—~f,  'V — g  aus  diesen  beiden  Glei-' 
«rhungen  gründen  wir  auf  den  folgenden  allgemeinen  arithmetischen 
Lehrsatz,  der  Oberhaupt  oft  zur  Abkürzung  der  Rechnung  die 
vortreffUeluAen  MieHSte  leistet*    .  ...  i  i,„ 

I    i  -       ■  .    I         .1  *   -         "        .   .  .  '   -  1 5  .  r   l  > 

■  V 

Lehrsati.  '  •     1    • »' '» 

Wenn  zwischen^  zjwVi  Grössen  a?t  y«,  zVei  Gleichun- 
gen von  der  allgemeinen  Form 

(«P  +e^\6p  +  tiV+*+'<.4ft 

(«p'  +  ii, )  x  +  (6/1 '  +  6, )  y  +  cp '  +  c,  =  0 

Statt  finden,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  das* 
p  —  p1  nicht  verschwindet:  i 

6c,—  c6,  ca.  ~  «ei 

Beweis. 

Elimiftirt  niarx  aiw  def,,  beiden  gegebenen  Gleichungen  zuerst 
y,  dann  x,  m>  erhäjt  ,u.an:  ,  ; 

l(V.HWV'+Wr(^TW+iill*i)  vi 
-r +  *,7 (*>>'  A)  - (6p  *  6,)  (cp'  +      '    J  ^VN  .., 

Pinn  i*t  aber,  wie  man  leicht  findet:;    ■  ...  ,\:      .   . •  ! 

<«/>  f  n, )  (4/ . + 4i  J        +  <i )  (f M+*t )  ^<**i    »«tf  (* -P') 
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und  ganz  eben  sot  ,  t  ».i  • 

(cp  +  Cl)  fop'  -f  at)  -  (ap  +  at)  (cp*  +  cx)  =  (co,  -  «-fc)  (p  - pf) . 

(cp  +  d)  (Ap*  +  +  &i)  («p'  +  *i)= (c6,  -  ©d)  (p  -p') ; 

folglieh  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar: 

,         ~  o«t>*  -  (cat  -  oct)  =0 ; 


also 


! 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenden  wir  nun  diesen  Sats  sur  Auflösung  der  beiden  obigen 
Gleichungen  zwischen  U—f,  V—g  an,  so  erhalten  wir  mittelst 
sehr  leichter  Rechnung: 


i  n*A(Af+Bg  +  Q 


•        •  > 


Nur  für  n  ^  1 ,  also  nur  lu>  öMe  Ellipse  und  die  Hyperbel, 


sind  diese  Werthe  von  U,  V  endliche  völlig 
und  nach  IV.  3)  ist 

woraus  sich  der  folgende  merkwürdige  Satz  ergiebt: 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
.  Siehaaren  paralleler  Sehnen  der  Ellipse  und  Hyperbel 
gehen  durch  den  Mittelpunkt  der  Corte. 

Für  n  =ä  1,  also  für  die  Parabel,  werden  die  obigen  Werthe 
von  17,  ^unendlich,  und  wir  müssen  daher  diesen  Fall  besonders 
betrachten.  • 

Nach  9)  und  10)  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts 
der  Mittelpunkte  einer  Schaar,  paralleler  Sehnen  in  diesem  Falle: 


'.r 


18)...  (AK-B)(Bm-Av) 


1 
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n&cfi         /i^m^jj  $$£tfoQct£  o>i%ftijj tis c fh  tnticichtl f .  ^ 

oder:  .  , 

13)  .   .   .  (^Ä_ß)|B(«_/)_^(e_,)| 


15)    B(»-/)-^(i.-ff)  +  ^igM/+l^  +  C?)=0. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen  der  Parabel, 
deren  Gleichung  för  ein  constantes  K  und  ein  veränderliche«  L 

ist,  halbirenden  Durchmessers  der  Parabel  ist  hiernach: 
14*)   B*~Ay  +  {BC+  ^  +  "*i^jC+ ^  +  ^-0 


15*)  ^-/0-^(y-5)«5±^(^+^+C)=O. 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Axe 

ß(x-/-)-^-^)=0 

oder 

Bx-Ay-  (Bf-AtfszO , 

«reiches,  mit  dem  Obigen  verglichen,  zu  dem  folgenden  merkwür- 
digen Satze  führt! 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
Scbaaren  paralleler  Sehnen  der  Parabel  sind  der  Axe 
der  Curve  parallel. 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  gehende 
and  jede  der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  heisst  ein  Durch- 
messer der  Curve. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen,  deren  Glei- 
chung Mr. ein  copstantes  K  und  ein  veränderliches  L 

Thtil  ixxi.  8 
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<T=Kx  +  L 
ist,  halbirenden  Durchmessers  i«t  nach  10): 

+  \n*AB  +  [{n*--\)B*-A*\K\{!,-9)  (=0,  ' 

und  da  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  dieser  Durchmesser  durch 
den  Mittelpunkt  (FG)  der  Curve  geht,  so  ist 

Na^B4L+[(n»-!)^^^]}(F—  f)  J  i 

+  \n*AB  +  [{n*-\)B*-A*]K\{G-9)  \  =0. 

woraus  man,  nenn  man  diese  Gleichung  von  der  Obigen  abzieht, 
für  den  in  Rede  stehenden  Durchmesser  die  Gleichung 

16)  .    .    .    tn^MlKn1-!)^-^]!^-^  ) 

+  InMtf-f  [(n«  - 1  )£*  -  A*] Kl  (y  -  G)  J 

oder 

r_    n*ABK  +  \(n*-l)A*-B*\  _ 

17)  .  .  .  y-  G       nMß+l(ns —  l)ß*  — ^ 

erhält. 

Die  Gleichung  einer  Schaar  dem  durch  die  vorstehende  Glei- 
chung charakterisirten  Durchmesser  paralleler  Sehnen  ist  für  ein 
veränderliches  Lx : 

__     n*ABK+\(n*—  l)A*— B*\ 
y~  ~~  n*AB + K«*  —  I)    -  A^R  x  +  ' 

und  entwickelt  man  nun  nach  der  in  der  Gleichung  17)  ausge- 
sprochenen Regel  die  Gleichuog  des,  diese  Sehneu  halhirenden 
.Durchmessers,  so  erhält  man,  weil 

■ 

iPARiPABK  +  [(nl—  l)A*— 
-\(n*-})A*-m\n*AB+[(n*-l)P*-A*]K\  , 


»  > 


=\n*A*B*  -  [(«»- 1)^«—  £*][(»*  —  1)Ä*—  A*]\K, 

n*AB\n*AB+  [(**  -        -  | 
—  {(«2  -  \)^2  ^  4*|  \H%ABK  +  [(**- 1)  — 
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ist,  die  folgende  Gleichung  i 

18)  l'g-G=K(x—F). 

Hieraus  eqpej>t  jstch ,  der  folgende  Satt  t 

Wenn  ein  Durchmesser  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
eine  Schaar  paralleler  ^8 ebnen  tialblrt,  so  werden  die 
diesem  Durchmesser  parallelen  Sehnen  von  dem  der 
erster e nSch aar  parallelerS  eh  nen  parallelenDurchmes- 
1er  balbirt 

§.  22. 

■■  .     .  ■    .  "  i     !  • 

Wir  wollen  nun  allgemein  eine  durch  den  Mittelpunkt  (FG) 
der  Ellipse  oder : Hyperbel  gehende  Gerade»  afeo  einen  beliebigen 
Durchmesser  dieser  Curven,  betrachten,  dessen  Gleichung 

19)  J  y-G^J(x-F)  L 

sein  maj*.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
«lieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  V; 
<o  haben  wir  zu  ^eren  Bestimmung  die  Gleich.uagen:  ?, 

n*(AX+BY+C)*=(A*+B*)\(X-n*  +  (K-0)»); 

von  denen  man  die  zweite  auch  unter  der  (tilgenden  Form  darstel- 
len kann,  um  sie  leichter  mit  der  ersten  verbinden  zu  können: 

n*\A(X-F)  +  B(Y-G)  +  AF+BG+C\* 

={A*+  B*)\[(X-  F)-(f- F)]*  +  t(  Y—  G)-(g-  G))*\. 

DutcV  gehörige  Em  Wickelung1  dieser  letzteren  Gleichung  er- 
halt man*: 

'    +|n*J^-f>+^KF-6)»      '  '  ' 

+tor*AB{X~*Fy{Fr±-G)  .  , 

Hi«fiM(^+^HC)+(^;T^)(/-/0J(A~O  ... 

+2\n*R(Jifr±sBG  +  C)  4"(<**  +  2J*)(o;-*,G)}(F— G) 
*'  4  ntfjfc    h G  -f ■  O»  -  (>  +  &)  \      F)»  +  (g _  G)*\. 
Nun  ist  aber  nach  IV.  3),  wie  man  lelc'nt  findet: 
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1  • 


n*B(AF  +  ÄG  +  O  +  (A*  +  £«)  (9- G)=0. 

I  • 
I 

wodurch  die  obige  Gleichung  die  folgende  einfache  Form  erhält: 

■ 

\n*A?~lAP+By\(X-Fp+\*fi£*—(A*  +  B*)\{Y-G)*  \ 

oder  •  • 

**(  A(X-  F)  +  B(  ¥  -  <?)!*  -  (J«  +  BP)  \{X-  F)»  +  ( Y  - 

und  «egeu  der  Gleichung 

Y-G=J(X-F) 
hat  man  also  zur  Bestimmung  von  X—F  die. Gleichung; 

\n\A+BJ)*  B*)(l  +  J*)\  (X- Ff  -Ö^+^tQ? , 


woraus  man,  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung, 
mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  auf  einander  erhält  s 


X-F=±-  n{Af+Bg+C) 


oder,  wie  man  leicht  findet: 
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JE    f_l  n{Af+Bg+Q 


V  (*«- 1)  |(»t»-l>M  +  BJ)%—  (B  -AJ)*V 

S>)     y   r-i  *J(Af+Bg+C) 

U-±  V (,,*_ i)|(nJ _  1) (A  +  BJ)*-(B-AJ)1  ' 


oder  auch: 


*  ^(i^n(T=.„»)  + äj)» + (/?  -  • 

22W 

/  v_  c_  ■  nJ±A£±£g±  Q  . 


t 


»o  die  zweite  Form  für  die  Ellipse,  die  erste  Form  Hör  die  Hy- 
perbel die  meiste  Bequemlichkeit  darbietet. 

«  *  •  i 

Im  Falle  der  Ellipse,  wenn  nämlich  n<l  ist,  liefern  die  For- 
meln 22)  filr  X,  V  immer  awei  reelle  Werthe,  woraus  sich  er- 
gebt, dass  die  Ellipse  von  jedem  ihrer  Durchmesser  in  iwei 
Punkten  geschnitten  wird,  welche  offenbar  von  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  gleich  weit  entfernt  sind.  Denn  bezeichnen  wir  die 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  vom  Mittelpunkte  im  Allge- 
meinen durch  Rt  so  erhalten  wir  aus  22)  ffir  die  oberen  und  fflr 
die  unteren  Zeichen  in  gleicher  Weise: 

'  '  '    ^~  (\-n*)\{\-n*){A  +  BJ)*  +  {B-ÄJp\' 

Im  Falle  der  Hyperbel,  wenn  nämlich  *>I  ist,  liefern  die 
Formern  21)  fär  JT,  F  nur  so  lange  reelle  Wierthe,  als 

■*  « 

(n*-i)(A  +  BJ)*-(B  -  AJ)*>0, 
d.  k.  co  lange  als 

oder  co  lange  aU 

(AV  ÄA*=  1 
\B~=AJ)  >n*-I 

irt.  W«m  dagegen 

A  +  BJy '   '  i 


/A  +  BJy  i 


to,  werden  X,  Y  imaginär. 
Wenn  also 
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ist,  so  schneidet  der  durch  djfc  Gleichung  19)  charakterisirte  Xtarch- 
messen  die.  Hyperbej  jpi  »icht.  Wenn  dagegen  '  * 


fA  +  BJ\*  1 
\B  —  AJ)  >  n*— 1 


,  80  giebt  es  nach'  dem  Obigen  fär  X9  Y  z*ei  endliche  völlig 
stimmte  reelle  Wierthe/ und  der' durch  die 'Gleichung  19)  cha- 


ist, 

bestimmte 

rakterisirte  Durchmesse*  :  schneidet  also  die  Hyperbel  in  zwei 
Punkten,  die  offenbar,  von  dem  JJittelpunkte  der  B^perbel  gleich 
weit  entfernt  sind,  weil  man,  wenn  man  die  Entfernungen  der 
Durchschnitts  punkte  vom  -  Mittelpunkte  wieder,  Im  Allgemeinen 
durch  R  bezeichnet,  ans1 21),  n An  Mag  die  .oberen  oder  diu  uo 
tereii  Zeichen  pebmen, 


.  i  •  •  ':  ■■>    ,       •  ■    ■  ■  '  •  • 


erhält. 

.  -    *    •  r..  j 

Gewissermassen  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  vorberge- 
benden  Fftllen,  auf  der  Gränze  zwischen  dem  Schneiden  und  Nicht- 
schneiden,  liegt  der  Fall,  wenn         V      <«  \  .  ,  * 


(A + ßjy  _ :  1 

^  \B*-AJß  — n*-l         l  v 


ist,  wo  X,  Y  unendlich  werden,  welche»  FaHV  de»  «Ceobaf  bei 
der  Ellipse-gar  nicht  r ort oramen  kann,  wit  dahet  jetzt  ' 
betrachten  müssen. 


Wenn  wir  au» 'der  Gleichung      \\  ,| 

(A  +  BJ\%  1 

oder  1  W 

26)  ...  .  B-AJ  =  ±(A+BJ)\rH*^i 
die  Grösse  J  bestimmen,  so  erhalten  wiri  ' 


n  I 


nach  zintr  Ti£tie/i  H&tfiodp  finalvlHcfi  etiLir.ickplt  1  IQ 

uod  die  Gleichungen  zweier  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel 
seilenden  Geraden,  welche  gewissermassen  aujf  der  (kränze  zwi- 
»eben  den  die  Curve  schneidenden  und  nicht  schneidenden  Durch- 
ließen, sind  also: 


■ 


m  .  .  .  a»-ff=  A±B^n?^i(  h 

Aus  einem  Grunde,  der  weiter  unten  näher  erläutert  werden 
wird,  nennt  man  die  beiden  durch  diese  Gleichungen  charakteri- 
•irteo,  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  die  Asymptoten 
der  Hyperbel. 

* 

Nach  IV.  1)  ist 

B{x-n-A{y-g)  =  0 


B(*  -  F) - A  (y  —  G)  +  J^F  -  O  -  ^(  G  -  tf)  =  0 . 
»4  folglich,  weil  nach  IV.  3) 

■  * 

... 

die  Gleichung  der  Aze  der  Hyperbel.  Ist  nun  (XK)  ein  beliebi- 
ger Punkt  in  den  Asymptoten  und  P  das  von  demselben  auf  die 
ixe  gefällte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie 

\B(X-F)-~  A(r-G)\* 


28): 


/W-  A*+B* 


Al*o  ist,  wie  man  leicht  findet: 
also  nach  dem  Obigen: 


:. 


a 
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Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (XY)  von  dem  Mit- 
telpunkte (FG)  deT  Hyperbel  durch  E,  so  ist  nach  dem  Obigen, 
«rie  man  leicht  findet: 

Folglich  iut 

i'i< 

also 


•  •  •  *^S3-W'-C-)'- 


Hieraus  sieht  man,  dass,  so  lange  K  sich  nicht  ändert,  auch 
P  ungeändert  bleibt,  so  dass  afco  die  von  allen  gleich  weit  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernten  Punkte  der  beiden 
Asymptoten  auf  die  Axe  gefällten  Perpendikel  sammtlioh  einander 
gleich  sind,  woraus  sich  ganz  unzweideutig  ergiebt,  dass  die  Axe 
die  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrten,  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  ein- 
schliessen,  halbirt;  und  bezeichnen  wir  also  den  von  der  Axe 
mit  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch 
Ai,  so  ist  offenbar 

p 

sin»  =  j*> 

also  nach  29) : 

30)  .  .  .        =  — =Vl-(;J. 

woraus  sich 

31)   cos  w  —  n  » 

und  folglich: 

32)  taiiga>=  Vn*~-I 

Der  von  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossene,  180°  nicht 
libersteigcnde,  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrte  Winkel  tet 
tJi»,  und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  leicht: 
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33) 

«na«  =  ,    tanp2ai  ^»  k«_2    »   co«2a=:  -j-. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel,  also  nach  $.2.  för  n=r  Vi,  wird 

i 

sin  2a  =  1,   cos2a  =  0; 


3 

pcruei 


sich  ergebt,  das«  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hy 
auf  einander  senkrecht  stehen. 


j.  24. 


Wenn,  (jr»)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  und  wir  durch  diesen 
Paukt  eine  mit  der  einen  Asymptote  parallele  Gerade  legen,  so 
ist  nach  28)  die  Gleichung  dieser  Geraden: 


und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Durch- 
«chnittspsnkte  dieser  Geraden  mit  der  Hyperbel  durch  X,  ^;  so 
baben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

{B*A  V^?=T)(* -t)  =  (A±  B\Ttf-l)(P-i)), 
n*(A*  +  Bf  +  O*  =      +  V)\  <*  -/>•  +  (?  I 

■ 

oder: 

«*  M(*  -  r )  -f   «>  -  n)  +  4r + »  +  C  | » 

=     +  B4)  I  [(*  -r)  +  Cr  -/•)]*  +  [(»  -»)  +  (»  -  .9)?  I- 

Die  «weile  dieser  beiden  Gleichungen  bringt  man  nach  ge- 
fcfiriger  Entwickelung  leicht  auf  die  folgende  Fermt 

0=  (.4' +  /**)!(*-*)*      •  . 

+  (n*Ä*- (A*  +  B*)  l(P -»)» 
+>MÄ(I-r)(V-t>) 

+  2 1  n*A{Ax  +  »|  +  C)  -  (A*  +  «•)(»  -  !  (*-« 
+  2  ( n*ÄMr  +  Bn + C) — (A*  +  B*)b  -  ff)  |  Cf — n) 
+  tß&r + Ä»+ 0»-(il«+  «•)  I  (*-/)»+ (»-y)»!. 
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Wegen  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  kann  —  ( 
wenn  S  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 


3-jr  =  ^(4±*Vl^T), 
setzen,  und  die  Grösse 

• ' ' 1  t «M«  -  Ol«  +  tf»)  |  (*-r)«  -f  I         M*4  B*)\ (X  -  ttf 

ist  also  das  Product  von  $*  in  die  Grosse 

- (A*  +  #*)(M±  £  V*n*=T)»  +  (B T i4 V"f?^T)a  j , 
Kelche  s4ck  sogleich  auf  die  Form  ..i  • 

■  i 

n\A*  +  B2)2  -  n*(A*  +  tf*)Ä 
•*  ;  t  •    .         .  .    ,  \ 

bringen  lässt,  und  folglich  verschwindet.    Daher  verschwindet  auch 
die  Stimme  der  drei  ersten  Glieder  in  unserer  obigen  Gleichung, 
und  zur  Bestimmung  von  £,  f  haben  wir  daher  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  des  ersten  Grades: 
»■ 

2 :  »M(  a + Bv  +  C)  -  (^» + b*)  <r-f)  i  (* -r) 

+  4| n*BiAx  +  BV  +  O- (A*  +  I fl> - o)  }  =  0 . 

+  n*(At  +        C)*-(A*+ B*){(r-f)*+ -  fl)«t 

durch  deren  Auflösung  man 

34) 


nHAt+B*+C)~  HA±  BV**r-lXr~ftU#?  *V^1)(u-jr)i' 


- 
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_  B^A^n^^l 

nHAx  +  Ä>  4-  «C)»— M«  +  £•)  Kr  -f)1  +  (»— 


««( 4* + ßv + Cj—  { i  Ä  V^="i  )(jr-/) + (     A  W«- 1 )  (n-j)  I 


•.  !••«»•     .  »•-.■••«      .  ••   ..      .'i  f .    ...  ,,' 

Hieran«  hiebt  man,  dass  jede  mit  der  einen  der  beiden 
Asymptoten  parallel  gezogene   (ierade  ./He  Hyperbel 

Dir  in  einem  Punkte  schneidet. 

1     •  .  .°    |  i\ 

•  *. 

Nach  28)  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  mit 
Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


-_e-*?AVj*=l,x_F)      ......  ■ 

4  !  . 

y  —  G  =  ^  -  ( x  —  F) . 

Diese  beiden  Asymptoten  m  ollen  wir  nun  als  die  Axen  der  xx 
nnd  //,  eine«  neuen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Anfang 
gelegten  Coordiuateiisystems  der  xxyx  annehmen,  und  wollen  die 
von  den  positiven  T heilen  dieser  Axen  mit  dem  positiven  Theile 
der  \xe  der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel 
vou  dem  positiven  J  heile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten 
Winkel  (.77/)  hindurch  von  0  bis  360°  zahlen,  respfective  durch  £ 
und  j\  bezeichnen.  Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  mögen  diene  Winkel;  nun  arischen  0  und  180°  oder 
zwischen  180°  und  360°  liegen  t 

tanst  =  _^  r    •   - , 

SS     A  +  B\n*-1 


t         /  A     \    B  +  AXTn*—*  '  I 

woraus  man  mittelst  fler  Formeln':         ■  •   1  *«*     •  ^ 

••  >  ?  * 

'         A  >-  »  .      .  * 
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Weil  man  aber  die  positiven  Theile  der  Axen  der  xx  und  y,  be- 
liebig annehmen  kann,  und  die  Winkel  |  und  rj  zwischen  0  und 
180°  oder  zwischen  180°  und  360°  liegen  können,  so  wird  es 
offenbar  immer  verstattet  sein, 

Sint7=r  r— 

zu  setzen,  woraus  dann  mittelst  der  obigen  Formeln  für  die  Tan- 
genten  ferner 

COS  t  —   ,     ff 

COS  T7  =   ■  -r~ 

folgt,  ko  das*  wir  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln  für 
die  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen  er- 
halten: 


35) 


oder: 


i  i 


36) 


x —  F  =  j. —  x.  -f-  —  —  y.  , 


woraus  sieb,  nenn  man  diese  Gleichungen  nach  xx  und  y,  auf- 
löst, ferner  leicht  ergiebt: 


*l  =  db 


{        *  ,  \  f    i    .  » 


Tnl(aT^Vr»a,-l)(*— Vi^T)  (y  -  ff)  ) , 

Vi  =  T  ■  *  ^-li.   =  » 


oder: 

38) 


2^(it*-l)(^  +  Ä») 

i  \  

_    » { [B(x-  F)-Ay-  O]  f  +  flfr-  g)]  V 

*     +  2\^(n«-l)(;P+#*) 

Aas  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Multylication 
auf  der  Stelle: 

_    it«  |  [B(x- F)-A(y-G)]%-(n*-l)  [A{x-F)+B(y—Gj\*\ 

-  ~"  4(n»  - +  £*) 

*  ■ 

«  i 

oder 

40) 

n*      +  B*)[(*  -  F)»  + (y-  6-)»]  -  n«[  ^(jr  -  F) + *(y  -  6')]»  J 
=  4(n»-l)(^+/l»)    ' 

Nach  IV.  3)  tat  mmr 


=  (^« + ä«)  |  (x  -  f)*  +  (y -0*  I 
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n*— 1  +      (n*  — 1)* 


auch  ein  Ponkt  der  Hyperbel, 


+  #*)  I  <*-/)"  +  (y-g)*\-n*{Ax  +  ^  +  Q«  =  0, 

■  ■  ■        .  <   •  •  . "  ; 

also  nach  dem  Obigen: 


und  folglich!: 


>  ■ 


4i;    ....  4(-i_T)*(J» 
Nach  IV.  15),  17)  ist  also: 

41*)  **i«i*1sl{«t  +  '*). 

Hiernach  ist  das  Product  ar,*!  eine  constante  Grosse,  nnd 
wenn  also  xx,  absolut  genommen,  in'*  Unendliche  wächst,  so 
nimmt  ylt  absolut  genommen,  in's;  Unendliche  ab,  ohne  jemals 
zu  verschwinden,  »voraus  erhellet,  dass  die  Asymptoten  sich  der 
Hyperbel  immer  me|ir  fnci  mehr  »ud  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähern,  wenn  man,  sich.  In,  ihnen  Immer  weller  und  weiter  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernt,  eine  Eigenschaft  dieser 
Geraden»  die  zu  ihrer  obigen  Benennung  Veranlassung  gegeben  hat 

x  -  <      A  ■ 

Zu  der  im   vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  merk- 
Gleichuog  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise  zu 
gelangen  suchen,  weil  uns  dies  Gelegenheit  zur  Entwtckelung 
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Wir  kehren  deshalb  nieder  zu  den  beiden  In  j.  24.  gefun- 
denen Gleichungen  Xm 

i&¥AV **- 1 )(*—*)  «B(4±jr  V«*— l )(» — n) , 

*  . 

2; *M(Ar  +     +  C) -  (4»  +  B*)(x —/)((* -*)  . 
+  2t»«ß(A  +  2*  +  O  -  UP  +  B»)(i>-.?)l<*-  *)  J  =0  ; 
+  »»(^r+Äi»fr),-(^+Ä«)t(r-/j,+(i»-j)*l  -     "  1 

zurück,  in  denen  bekanntlich  (jrn)  ein  beliebiger  Punkt  Inf,  und 
(7J*)  den  Purc*ftfhn|tUpunkt  einer  durch  den  Punkt  ;(rn)  parallel 
mit  der  durch  die  Gleichung  .   ,  i  ." 


charakterfesten  Asymptote  gelegten  Geraden  mit  4er  Hyperbel 
bezeichnet. 


zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  kann  man  auf  einen 
anderen  bemerkensuerthen  Ausdruck  bringen.    Denn  ea  iat 

«Mfyfr  +  Bt>  +  Q-(A*  +  B*)(x  -/) 

=r  n*A  \  A(?  -  F)  +  B(t>  -  G)  I  -  (A*  +  £*)(r—  F) 

M(4r  +  *»  +  O  -     +  Ä*J(n  ^  stf 

is  *2Ü? I  A(x  —  F) + 2?(r>—  G) }  -  ( ^  +        -  Ö)  1 
+  n*B(AF  +  »G  fC)-(i»+  B*){G-g) ; 

und  na'cb  IV.  3),  7)  ist: 

n*A(AF  i'BG  +  €)-(*  +  0, \  1 

»^(/If  >*6>C>-{^+4»)(£_f)=:0; 

aUo:  ;  -    »  ,  .  j 

'<    » ' MM  <  r 

*=  üM  { A(r  -  F)  +   (»  -  G)  I  -  (At + -  *') , 

n»Ä(^r+  15&>  +  *J)~IjP+  B*){v-g) 
r--»*B\A{t--F)x  +  Bfa^ ©)«— <^«f  #*)(n-f7). 
Femer  i*<: 
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**(At+  Bx>  -f  Q»-        B»)|ör -W+ti-gF  I 

=  *»M(r -  F)+B&  -  G) +AF+BG+  C|» 

-  (A*  +  B*)[[(t- +  [fr-  O  + 

=  n»\A(?-F)+B(tl-G)\*.-(A*+B*)l(r-F)*+to-Gp\ 

+  lln*J(4F+BG  +  0-(A*+B*)(F-n\<f-F) 

+  i{n*B(AF+BG+C)-W  +  B*)(G~g)}to-G) 

+  Q*-(A*+B*)HF-/y+(G-s)*U 

also  nach  dem  vorher  Bewiesenen,  und  weil,  wie  man  ans  IV. 
3),  7)  leicht  findet, 

ist: 

=n«(^(r-F)  +  B(»-G))«-(^  +  Ä«){(jr-F)*+(»-G)») 

■ 

 5*=T 

Folglich  ist  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  von  denen 
wir  ausgingen: 

2t  n*A[  A(f  -  F) + B(t>  -  G)] -(A* + fi»)(jr  -  F)|  (*  -  r) 
+2|»«Ä[y<(f-f)  +  Äfo-  G)]  ~(A*+B*Kn-G)(9-v)\ 
+ n*  |  i<(»  -  F)  +  £(«>  -  G)  I*  -        2P)  |  (r  -  F)» + (9  -  G)t , 

Legt  man  nun  den  bis  jetzt  willkührlich  angenommenen  Punkt 

(m)  in  die  durch  die  Gleichung 

charakterisirte  Asymptote,  so  ist 
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rwcA  etner  netten  Sierhorte  atuttf/Uich  entwtckeil. 
aUo  ,  wie  man  leicht  findet: 

^_F)  +  Ä(,-C)  =  5£±^fj(f_6> 


I 

Folglich  ist  unter  der  gemachten  V  oraussetzung  offenbar: 

■ 

»•)  A(—F)+B(p-  G)\*-(A*  +  B*)\ (jr-F)H (■-  G)«|  =  0, 
and  daher  unsere  obige  Gleichung: 

*  ■  * 

l  »tU[  J(r  -  F)  -f  Ä(v  -«0]        +  £»)(jr  -F)|  (*_,) 
+  [n*B[A(x  -  #)+l*(,,-G)]_(jt  +  C)KV  _  9) 

~~      2(n»  - 1) 

■ 

Nun  iet  aber 

*» A[  J(r  -  F)  +  Bfo  -  G)]  _  ( A*  +  *»)(,  -  F) 
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■«h«-1)V1F=I.<^  +  *«) 

Nach  dem  Obigen  ist: 


(Ä±  ^  V»*^l)0r— F)  =       aV^^lX*  -  C?) ; 

also: 

=  (A  ±ß  V3TTI)WT  B  VidXf  ^  <>X»T?> 


und  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  frxjet; . 

42), 


.     ^     .  i*Af+Bg+C!KB±Alfo^)(B*Alfa=l) 

oder 

43) 

Ferner  ist:     1  — 

Alle  diese  Pr  od  acte  sind  also  constante  Grossen.       ,|  »rM  .,1 
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Weil  nun 

i 

i«r.-Ho  erhSlt  man  aas  den  Gleichungen  42)  und  44),  wenn  man 
di&selben  quadrirt  und  addirt: 


Cr-F)«|(*-r)»  +  (*-i»»|  =  16(„*-1)«(^  +  Ä»)ä  ' 

(e-G)»t  (*_,)'+W-«)'|  -         1^,,!  _        +  Biy, 


wenn  man  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

45) 


Gleichung,  welche  offenbar  mit  der  auf  gaoz  anderem  Wege 
gefundenen  Gleichung  41) ,  wenn  man  dieselbe  auf  das  Quadrat 

%T \\ &    ^>  Vol ilkO ÖMtt 11 b llisfcl  IDJft 


•  "  vin. 

Berühreode.  Linien. 


$.27. 


Ein  beliebiger  Punkt  eines  Kegelschnitt*  sei  (xjy,).  Denkt 
mao  sich  nun  einen  zweiten  Punkt  (^ys)  des  Kegelschnitt«,  und 
legt  durch  die  beiden  Punkte  und  (x^ft)  eine  Gerade,  so 

ist  deren  Gleichung 

Weil  aber  (or,^)  and  (x^  Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so 
ist  nach  Vif.  2),  wenn  »ir 

t 

tt  =  t(*t+*»),  «>  =  Kyi+ya) 
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n*A{Au  +  J?g  +  C)  -  (A*  f  B*Kß -  f) 
xt-x%  -  ~~n*B(Au  f  Bt  +  C)-(^  +  B*)(t>-ff)' 

und  folglich 

*  ~  Vl  -  +  tfr  +  O-      +  *  1 

die  Gleichung  unserer  Geraden. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

•o  int 

urfd  folglich 

Au  r  Äc  f  C  =  4*  +  J^)  +       +  Myi) + C, 

II— =  f+l4*i, 

Lassen  wir  aber  dem  als  bestimmt  und  unveränderlich  gedachten 


Punkte  toy,)  den  Punkt  (x^  immer  naher  und  näher  rücken, 
so  das*  derselbe  immer  genauer  und  genauer  mit  dem  Punkte 
(jrlttS|)  zusammenfallt,  so  werden  Jxt  und  Ayx  sich  immer 

ii  url  in  «all  r  n  url  Iii  w  »ii  ia/1a  rn  Ha  Ii ohi  rr  An  bT*  pido  fl  ai*  T\m  1 1 
wii^c      ■jbxsssi      uiiu     h#w    au     I  vwviii     »#^>is^#^'b*s\?h     %-s<Bca^a^7    aa^#  s  a™wii 

und  die  Grössen 

werden  sich  also  nach  dem  Obigen  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  respective  den  («ranzen 

A*t+B9l  +  C.  xt-f, 
niherii.   Also  wird  eich  die  Gleichung 

y    *        n*B(Au  +  Bt  +  Q  —  ~  *> } 


unter  der  gemachten  Voraussetzung  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jede»  beliebigen  Grade  der  Grfiozgleichung 

1) 

„  _  »*A(Axt  \  Äy,  -I-  n  -  (APJ  B*){xt  -[) 
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nähern,  durch  welche  aUo  e'toe  durch  den  Punkt  (ar,^)  gehende, 
der  Lage  nach  völlig  bestimmte  Gerade  charaktcrisirt  wird,  wel- 
cher eich  die  durch  den  Punkt  (x,^)  de«  Kegelschnitts  und 
irgend  einen  anderen  Punkt  desselben  gezogenen  Sekanten  als 
einer  völlig  bestimmten  Grfinze  immer  mehr  und  mehr  und  hie  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  den  letzteren  Punkt  in 
dem  Kegelschnitte  dem  Punkte  (xtgi)  Immer  naher  und  näher 
rücken  lässt. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  cbarakterieirte,  durch  den  Punkt 
gehende,  der  Lage  nach  völlig  bestimmte  Gerade  heisst 
«Tie  Berührende  des  Kegelschnitte  in  dem  Punkte  (xtft),  und 
dieser  Punkt  selbst  wird  ihr  Berührungspunkt  mit  dem  Kegel- 
schnitte genannt. 

Die  in  dem  Punkte  foy,)  auf  der  diesem  Punkte  als  Be- 
rührungspunkt entsprechenden  Berührenden  des  Kegelschnitts  senk- 
recht stehende  Gerade  heisst  die  Normale  de«  Kegelschnitte  in 
dem  Punkte  (*,y,),  und  wird  nach  1)  und  den  allgemeinen  Leh- 
ren der  analytischen  Geometrie  durch  die  Gleichung 

rkarakterisirt. 

Die  Gleichung  1)  der  Berührenden  kann  auch  auf  die  folgende 
Form  gebracht  werden : 

+      +  C)  +  B(y-3f.)  I 

oder,  wie  sogleich  erhellet,  auf  die  Form: 

nHAXi+B*  +  C)(Ax  +  By  +  Q-n^Ax,  +  Byx  +  C)« 
= (AP  -f  B*)  |  (xx  —  + (yt  —g)(y—g)  \ 

-(^+  B*)  IO,  -  f)%  +  (f  i  -  9)%  I  • 

Weil  nun  aber  Cxijfi)  ein  Punkt  den  Kegelschnitte  ist,  ee  ist 
nach  II.  2) 

«M*  +      +  O1  =     +  B*)  |  (*,  -nn  (y.  -f )•!  i 
Mglich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Berührenden: 
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welche  Gleichung  bei  vielen  Untersuchungen  grosse  Bequemlich- 
keit darbietet. 


Wollte  man  die  Gleichung  der  Berührenden  des  Kreises  haben, 
so  müsste  man  in  Folge  der  in  j.  6.  gemachten  Bemerkung  die 
Gleichung  1)  aof  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

jr-*=»-^ — ~c — y  BfA — ,  B   .  .\  ■  


sich  dann  nach  den  in  dem  angeführten  Paragraphen  ge- 
Regeln als  Gleichung  der  den  Kreis  in  dem  Punkte  {xlyl ) 
die  Gleichung 


*i  -7 
J-3fi  =  (*-*i> 


oder 


ergiebt   Wollte  man  die  Gleichung  3)  benutzen,  so 
dieselbe  auf  die  Form 

(vÄ»)^  +  S* + lXi* + + 1 ) 

bringen,  woraus  sich  dann  nach  denselben  Regeln  wie  vorher  für 
die  Berührende  die  Gleichung 

(*i  — A)(*  -f)  +  {y%—9)(y— ff)  =  r*x 

ergiebt,  deren  völlige  Uebereinstimmung  mit  der  obigen  Gleichung 
leicht  ersichtlich  ist,  wenn  man  sie  auf  die 


bringt,  und  bedenkt,  dass  nach  §  6. 

(*.-A)*+<* •  ' 

gesetst  werden 
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j.  28.; 

Dia  vorhergehende  Gleichung 3)  kann  man  auch  auf  folgende 
Alt  darstellen :     ».•.!••  '  u««l  •.  '.i 

7* + Äf + C)  =  n*(A*t  +  B„t  +  C)*   * 

■ 

also,  weil 

•  •  •  ,  .  •  »i 

ii*^  +  Byx  +  C)*  =      -f  Ä»)  |      -  /■)*  +     -$)2)      .  { 


ist,  auf  folgende  Art:  • 

.  ^        i  I  >  •  '  ,  1   ••  •'»   i". •  :• 

woraus  sich 

.i.i 

*»(  ,4*  +  By  +  C)*  -      +       !  (*  -/)»  +  (9  -  y)!  I 

l   U«i— — y)Cy-^)i*      •  1; 

'  /*)2+(yl— 0)* 

•  t  •         •    •  •  •  .  .  :  •  !  .   I.f  » 

also*)  »•  .;'  i  .  . 

.  I 

ergiebt.    Hieraus  sieht  man,  dass  für  jeden  von  dem  Berührungs 

punkte  (^yi)  verschiedenen  Punkt  (.ry)  der  Berührenden 

•      •  •  | 

( Aß  +  B*)  \(*—W+<9~9)*l$  n\Ax  +  By  +  C)* 

»t,  und  dass  folglich  nach  dem  in  §.  8.  bewiesenen  Satze  alle 
Punkte  der  Berührenden  mit  Ausnahme  des  Berührungspunkts, 
also  die  ganze  Berührende,  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen, 
woraus  denn  auch  ganz  von  seihst  folgt,  dass  die  Berührende 
ausser  dem  Berührungspunkte  keinen  zweiten  Punkt  mit  dem 
Kegelschnitte  gemein  haben  kann. 


*)  Bf  i»l  allgemein 


\,at>i  - 
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j.  29. 

Wir  wollen  die  Entfernung  des  Berührungspunkt*  (xx%t\) 
dem  Durchscbnittspunkte  der  Berühreoden  mit  der  Axe  des 
gelschnitts,  dessen  Coordinateu  t^,  vt  sein  mögen,  durch  T;  die 
Entfernung  des  Berührungspunkts  (xxyx)  von  dem  Durchschnitts- 
punkte  der  Normale  mit  der  Axe  des  Kegelschnitts,  dessen  Coor- 
dinaten  o*,  v%  sein  mögen,  durch  N;  die  Entfernungen  des  Fuss- 
punkts  des  von  dem  Berührungspunkte  (xxtfx)  auf  die  Axe  des 
Kegelschnitts  gefällten  Perpendikels,  dessen  Coordioaten  u,, 
sein  mögen,  von  den  Durchschnittspunkten  der  Berührenden  und 
der  Normale  mit  der  Axe  respective  durch  5  und  £  bezeichnen, 
wobei  wir  bemerken,  dass  die  Entfernungen  £  und  £  Subtan- 
gente  und  Subnormale  genannt  zu  werden  pflegen,  und  wollen 
nun  die  Entfernungen  T,  N,  S,  £  zu  bestimmen  suchen. 

Nach  IV.  1)  ist 

die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitts,  und  folglich  offenbar 

^(*~ar1)+J?(y-y1)  =  0 

die  Gleichung  des  von  dem  Berührungspunkte  (xx*fx)  auf  die  Axe 
gefüllten  Perpendikels.  Hiernach  und  nach  1)  und  2)  haben  wir 
zur  Bestimmung  von  «1,  et  die  Gleichungen: 

*(«1-/')-^(el--0)=:O, 

n*A(Axx  +  Byx  +  C)  -  ( A*  +  B*)  (xx  -f) 
'1  —  Sft  ~  ~  n*ß{Axt  +  BÄ  +  C)  -  (A*  +  Mßfa  -g)  {H^X^ ; 

zur  Bestimmung  von  tt*,  rs  die  Gleichungen: 

_  u*B( Axx  -f  BS%  f  C)  -  (A*  +  B*)(9x  -9) 
"  n*A(Axx  +  B>jx  Y  C)-(J»  +  B*){xx  - <"»-*i>  ■ 

und  zur  Bestimmung  von  i/3,  es  die  Gleichungen: 

Bfa-fl-Aiv,-!,)  =  0,  +  ^(e,  -yt)  =  0. 

Ahr  der  zweiten  der  beiden  zwischen  wlf  C|  geltenden  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 
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tetit,  die  folgende  Gleichung: 

t«M(Ar,  +       +  O  -  (4«  +  **)(*,  -/)  K«,  -/) 

+  I  +  Äff,  +  C)~  (A*  +  B*)(jr,  - |  (*,  -ff) 

~    t  iiM<Ar,  +  Äff,  +  C)-(A*  +  Ä*)(*,  -/)!(*,-/) 

+  |  n*tf  (^*,  +  Äff,  +  C)  -  (.4*  +  Ä*)(ff,  -ff)|(sr,  -ff) . 

»om.»  »ich,  mit  Rückzieht  auf  die  Gleichung 

n\Axt  +  Äff,  +  C)*-{A*  +  B*)i(x,-n*  +  (9,-g)*\=0, 

«cht  die  Gleichung 

|  «M^Ar,  +B9l  +  0-(A*+  Ä«X*,  -/)  I  (»,  -f) 

+  <  «»Ä^*,  +  Äy,  +  C)  -      f  Ä*)(ff,  -ff)  I  (*,  -ff) 

=  -n\Af+  Bg  +  V)(Axx  +  Byi  +  C) 

flieht,  welche,  in  Verbindung  mit  der  ersten  der  beiden  zwischen 
•,,  9,  Statt  findenden  Gleichungen  leicht  zu  den  folgenden  Aus- 
drücken fahrt: 

f  n*A{Af+  Bg  +  +  0y,  +  O   

n*B(Af+  Bg  +  Q(Axx  +  Byx  +  Q  

ri~*  +  B*){(Af+Bg  +  C)  +  (n*-  I)<Ar,  +       +  O' 

Aus  der  zweiten  der  beiden  «wischen  «3,  ct  geltenden  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 

«a— *i  =  («a— /)— (*i  —  /) »    H— Jfi  =  (r*  —0)  —  (jfi  — 
setzt,  die  folgende  Gleichung: 

(«•Ä(  Axx  +  Äff,  +  0-(^*  +  **)(ffi  -ff)K«i  -  /") 
-|»M(Ar,  +  Äff,  +  C)-M*+Ä*)(*,-/)|(rg-ff) 

=   l»*ÄMx,  +  ßff,  +  C)-(i**+Ä^(yi-ff)K*i-^ 

-  ( «M(Ar,  +  Äff,  +  O  -       +  Äty*.  -fl  l(ff,  -ff) 
=    ««(Ar,  +  »ff,  +  O I  Ä(jr,  —f)  -  A(yt  -ff)  I ; 

k 

■»4  verbindet  man  nun  jjiese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden 
tischen  1%,  rt  Statt  findenden  Gleichungen,  so  erhält  man,  weil 
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m*,—n-A(9i-9)  «ie>>  »»f  >>eid«o  Seite»  >d«rab  Dhteion 
bebt,  leicht  die  folgenden  Aufdrücke: 


5) 


I  „      ._»M(Ar,  +  B*  +  Q 


» 

Die  beiden  zwischen  tt, ,  ra  Statt  findenden  Gleichungen 
mau  auf  folgende  Art  ausdrucken: 

«*.-/•)-- ==0, 


und  erhält  nun  sehr  leicht: 


oder: 


6) 


 B[A{xx-f)+B{yx-g)\. 

r,~ 0  =  -^  — * — A*+fi*  


Weil 

ist,  so  ist  nach  5): 
woraus  man,  wenn  man 

•  _ 

A(*t -n + m*  -a) = (<<*.  f.  »vi  t  o  -m/-  r    » o. 

M«+  2*«)  i  <*,  -/jt  +  (jr,  -  a)« !  =  **<  Ar,  +  + 

«etat,  leicht  erhalt: 
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jV*  =   tJm  .  _  


Ferner  ist 

2?  =  («,-«,)*  +  (i*-c,)s, 
natli  5)  und  6): 

8)  .  .  £*     — — — —  Ä*  +  B*  "'  ' — 1  ' ' 

..  [  *  •  •  »I 

Fflr  die  Prfr abef  Ist  «  =  !,  also:  ■   '  »•   - "  - 

.  -  ,i  •     ..../•.:.-.  , 

ffir  diesen  Kegelschnitt  die  Sabnormaie  eine  constaute 
Weil  nach  VI.  2) ,  wenn  p  den  Parameter  der  Parabel 


ist,  so  ist 

10)  S  =  i*>. 

also  bei  der  Parabel  die  Snbnormale  immer  dem  halben  Parame- 
ter gleich.  •  ' 

Bezeichnet  P  das  von  dem  Berührungspunkte  (J?i.yi)  auf  die 
Axe  des  Kegelschnitts  f  deren  Gleichung  nach  dem  Obigen 

i*t,  gelallte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lebren  der  analytischen 


II)     ...   H*-—  At  +  B*  

Nun  ist  aber  aus  einfachen  geometrischen  Gründen  offenbar: 

also        =  ~  , 

uml  folglich  nach  10)  und  II): 
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"!     *  ~^*  +  /^)M/+^+C  +  (n»-l)Mxl+^1-|-C)|»' 

Zur  Bestimmung  von  T  hat  man  verschiedene  Ausdrücke,  von 
denen  trir  die  folgenden  hier  anfahren: 

13)  .   .   .   m%.  .    r=fA  =  ^iV 
und 

14)  .    .    T*=^N*  =  S(S  +  £)z=S*  +  P*, 

die  sich  sämmtJich  aus  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  ähnlicher 
Dreiecke  ergeben;  die  Einführung  der  obigen  Ausdrücke  von  AT, 
S,  £,  P  in  diese  Formeln  überlassen  wir  dem  Leser. 


Wenn  wir  die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  (mi*i) 
der  Berührenden  mit  der  Axe,  des  Durchschnittspunkts  (t/2r2)  der 
Normale  mit  derAxe,  des  Durchschnittspunkts  des  von  dem  Punkte 
(xxyx)  auf  die  Axe  gefeilten  Perpendikels  mit  derselben  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  respective  durch  E\  E",  Em  bezeichnen,  so  ist: 

£'s  =  (*i-/)»  +  (»i-f]P. 
al*o  nin-li  4) ,  5) ,  6): 

IS) 

-  (A*  +  B*)UAf+Bg  +  C)  +  (»•- I)  M*,  +  ÄÄ  +  Q  |»  • 

*  wa  _  :(J*i  +  *fri  +  C)- (4Tf^  +  C)  i« 

-   

Für  die  Parabel  ist  tt  =  l,  also 

folglich,  wenn  für  jeden  Kegelschnitt  V  den  von  dem  Brenn- 
punkte (fg)  nach  dem  Punkte  (*,;/,)  gezogenen  Vector  bezeich- 
net, nach  V.  2) 

1«)  E'  =  F, 
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«oraus  die  bekannte  einfache  Constitution  der  Berührenden  der 
Parahel  folgt. 

Ferner  ist  nach  V.  1)  allgemein  für  jeden  Kegelschnitt: 

17)  ET  =  nF. 


Beieichnen  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  E,"  und  F,  die  Entfer- 
nuiijj  des  Durchscbnittspunkts  der  Normale  mit  der  Axe  voo  dem 
Brennpunkte  (fxgx)  und  den  von  diesem  Brennpunkte  nach  dem 
Puskte  {xxgx)  gezogenen  Vector;  so  ist  natürlich  ganz  eben  so: 

18)   .     Ex'  =  nVx. 

Also  ist  ffir  die  Parabel 

19)  J5'=P, 

ond  fllr  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist 

20)  EPiES^ViVt. 


sien  a Liren  ganz  einiacne  georneinsf  ne  neiracn- 
umgen  unmittelbar  die  bekaunten  Conatructionen  der  Normale, 
und  somit  auch  der  Berührenden,  für  die  Parabel,  Ellipse  und 
Hyperbel. 

{.  30. 

Es  dessen  sich  noch  sehr  viele  bemerkenswerrhe  Betra  en- 
tsage« Aber  die  Berührenden  der  Kegelschnitte  nach  der  obigen 
Methode  anstellen;  wir  wollen  uns  jedoch,  um  nicht  su  weitläufig 
u  werden,  mit  einigen  Untersuchungen  Ober  die  von  den  Brenn- 
punkten  (fg)  und  {fxgx)  auf  die  Berührende  gelallten  Perpendikel 
Pund  Px  begnügen. 

Nach  1)  und  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie ist: 


_  {  +.  \*B{Axx  +th,  +  C)-(A*+B*)(3it  -a)]  toi  - jr)_£ 
l    [hM( Ar,  +  B9l  + Q  -  (A*  +  B*)(xt  -  /))»    »  * 

P,     *  +  [n'BjAx,  +  Byx  +  C)  -  (A*  \V*)  (y,  -  g))<y,  1 
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Der  Zähler  »on  />»  tet  das  Quadrat  der  Gtii^., 

oder 

»  • 

_     +  £»)  I  (*.  -f)*  + (y> "  . 

und  folglich,  well  bekanntlich 

♦ 

n*(Axi  +  Byx  +  IY  -  04*+  B1)  |     -  /")«  +  (;/.  -  g)* }  =  0 

4 

ist,  das  Quadrat  der  Grösse 

-n*(Af+      +  C)(AXl  +  Äy,  +  C). 

Der  Zlhler  von  P,*  ist  d^s  Quadrat  der  Grösse 

fc«U*,  +  *y,  +  C)  |  A(xt  -/i)  +  Oft,  -gi) » 
-(.4«+Ä*)iCr, -/•)'(*,  -/,)+(* -9){3x-9i)\. 
Nach  IV.  2)  ist  aber: 

*  f       f  i  2»*^/+ 47+0 
W.  -  *,  -Z^  (n._1)(/1*  +  iP) . 

r       ■     l      .  -        .  .  r  ■ 

also,  wie  .man  laicht  findet: 

^ta -/!>  +  *<*-*> 

und,  wenn  man  \  i  ";  *  . 

.    '   •  ■  ■ 

setzt: 

<    '  + 2« Bg  +  O  |  (Ar.  +  Byi  -f  O -44r+>fr  +  C)i. 
Folglich  iat 
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— 4  Ä*)  I  (;ti  —/■)(*!  —  A) + (yi  — — i 

:  2a* 

Der  gemeinschaftliche  Nennet  von  P*  und  P|*  ist: 
-^1^,+%  +  €)\(Axt  + Ifc  +  C)  -        Ifc  +  C) }, 


ist: 

od  er  s  i  • » 

Also  i«t:  1       '  1  1 

I 

_  ^      (Afibg+Cl*  Af+Bg+C 

i    ■  >  :  ,     *,,+    «    *  Af+Bg  +  C  «* 
Hieraas  ergtebt  sieb  * 

«»o  *  -  ,  '  tW+Bg+ .C^ 

23)   .  .  .  ^Va^'-jyfBsp ' 

und  tolglicn  (.,,| .  . ,\\ 
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wenn  man  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  respective  das  obere  und 

das  an  lere  Zeichen  nimmt.   Allgemein  ist  nach  IV.  18) ,  19) : 

25)   PP4=6*, 

das  Prodoct  PPt  also  eine  constante  Grösse. 
Für  die  Parabel  ist  nach  21): 

26)  .    .    #»=  2(i4*  f  ß*)  • 


und  nach  V.  1) 


«n  Af+Bg  +  C      P_\[ ,  Af+Bg+C 

")     F»-'' Ar.  +  Äy.  +  C    F~V  »Mr.+fiy.  +  C 

FOr  die  Ellipae  und  Hyperbel  iat  nach  V.  1),  13): 
V=       A'+  B* 

V  ,  _  \Af±Bg±Ci  »       ««-I  Axt  +B9±+C 

*\  -(ni_l).|  V^+7fM    ',+    2    *  Af+Bg+C*  • 

also  nach  21)  und  22),  wie  man  leicht  findet: 

n  -(»•-i^h^'F*' 


28) 


•    •  • 


und  folglich: 


29) 


*  (l-n*)(/<«-FB*)  •  ' 
\  nHAf+Bg+ty  F, . 

man  die  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse,  die  unteren  fiBr  die 
Hyperbel  nimmt 

Nach  Tl.  2)  ist,  wenn  p,  wie  gewöhnlich,  den  Parameter  be- 
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»  An*{Af+B9+Q* 

also  mit  denselben  Bestimmungen  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 

also  för  die  Ellipse: 

und  für  die  Hyperbel: 

Ferner  ist  fär  die  Ellipse: 
nod  für  die  Hyperbel; 

- 

Für  beide  vorhergehende  Curveo  ist: 

35)  PiP^ViV,. 

FCt  die  Parabel  ist  nach  27)  auch 

P«_ ,  (Af+Bg+Cp 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 
ist: 

Jö)....  4  ja  ,  »2  r"B 

Nun  ist  aber  nach  VI.  2)  ■ 

Th«il  XSTI  10 
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also : 

und  folglirh: 

37)   i"=z\pV. 


Ii i e  Durch messer  aU   Ax<»n  iler  Oonrdinaten. 

fr  31. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  »ei: 

I)  y  =  Kx  \  L; 

ui|d  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  (  oonlinaten  Her 
Durchschnittsutinkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
r.  n:  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleich  fingen: 

»*{At  f      r  C)*=      +       (r  -/*)*  +  Ol— tfPI 

Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  n,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  r  die  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

( .4»  +  g«) I /*-  A'( L ) -f  »«( J  j-  BK)(BL  ->  C ) 
r  ~  -  (I  f  A%4*  +      -  ««(/I  +    A  )*  T 

_  nHBL  +  C)^(Hn^):^-r  {L-9)*\ 

Nach  einigen  leichten  Reduetinnen  6ndet  man,  dass  die  Grösse 
1       I-  B*)[f  -  A(L  -      1  »*( A  +  BK)(BL  +  C)  l* 
t     2(1  +  A*)M»  »  U*)-n\A  +  BK)*\  * 

sich  auf  den  fnlsettden  Wdruek  bringen  IässI: 

lit^[ÄL+Cf/T^+Ä#0]«+[A(BiifO-(L^)(^+Äl^]«Ü 
!-(,<•+ **)(*/>  I  • 

wir  nun  der  Könf  vr«jren 
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3)    .    .    .     Kf+L~g  =  w,   L=zW-Kf  +  g;  * 
nu  ist: 

BL  +  C+f{4  +  BK)=iAf+Bg+C+Bw, 
K(BL+  C)  -  (L -g)iA  +  BK)  =  K(Af+  Bg+Q-Aw; 
also  ilie  obige  («rosse: 

Setzen  wir  jetzt  der  Kurze  wegen : 

3) 

.V=(^»+  ««)!/•-  K(L-g)\  +  n*(A+  Bk)(BL+  C). 

A  =  M2  +  />2)< 

J  -(A*+B*)w2 

so  ist: 

^  r  M±yN  

4;    .    .    .  r  —  (i  +  A'«)M»  +  fl»)-*«(il 

Ferner  ist  tisch  dem  Obigen 

und  die  Grosse 

L  { ( 1  +       A*  +  £*) — n*(4  +  BK)*  \ 
\K\<A*  \  B*)[f-  K(L -g)]  +  n*(  A  +  -f  C)  \ 

■ 

bringt  man  leicht  auf  die  Form 

{A*+Bt)\L+ (/>  Afy)  I  -  n«M  +  BK){AL  -   O ; 

also  ist,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

5)     M '  =        Ä»)  l  L  +'  (/"+  fy) }  —  »«(,1 + BK)(AL  -  Ä O 


6)   .   .   .   » (1 +  K*)(A*+  B*)  -  n2(^i  +  BK)* ' 

wo  in  den  Gleichungen  4)  und  6)  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
eioander  beziehen. 


10* 
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also : 

und  folglich: 
37)  i»  =  \pl. 


Die  Durchmesser  nl«   Auen  der  Cnordinaten. 

}.  31. 

Die  Gleichtut«  einer  beliebigen  Geraden  »ei: 

I)  y  =  Kx  +  L; 

und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  (  oonlinaten  der 
Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
r.  n;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 

»-#fr+-L, 

n*(At  f  Bt)  *  C)«  =  {*  +  Ä»)|  (T  -  /•)*  +  (»-$r)»t 

Kliminircn  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  n,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  r  die  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

( /t»  +  **) I rY( L -,?) } -f       +  BK)(BL  +  C) 
*  ~-  (I  |  A:»)(/Ia  +  /**)  —  n*(A  +  BK)*  f 

'       *«{£FL  +  C)*-(A*  +  B*)  { f*  +  (L-g)*\ 
~      (1  +  K*)(A*  +  B*)—*HA  +  BK)%  ' 

Nach  einigen  leichten  Rednctionen  öndet  man,  das»  die  Gr«">sse 
|  (A*  +  B*)[f  -  K(L  -  g)]  |  nH A  +  +  C)  }* 

f  )  x\n*(BL  +  O*  -  (/I*  +  B9)  [f*  +-  (L  |  J 

sich  niif  den  folgenden  Ausdruck  bringen  iHsst: 

to*\\.BL+C\({A+BIC)V\[K(BL\C)-{L-g){A+BK)T*\ 

und  setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 
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2)    .    .    .     Kf+L—g=zw,    L  =  w—Kf+g\ 
!»o  ist: 

EL  +  C  f  f(4  +  BK)  =  Af+  Bg+  C+  Bw, 
K{BL+  C)  -  (L -g\(A  -f  Ä AT)  =  Bg+  C)  -  Aw ; 

also  die  obige  Grösse: 

.  n*[{Af+  Ä7 + C+  #t*)* + ( K(Af+  ßg+Q-  Aw)*] 
Setzen  wir  (etat  der  Kurze  »regen : 

.V=(^  +  Ä«)|/'-^(L-.<7)5-r-n^+ÄA:)(Ä£-f  C), 

1  n\(Af+  Bg+C+  Bw)H(K{Af\Bg+  C)^Aw)*\ 
<A*+B*)w* 

so  ist: 

ä.  M±VN  

4)    .    .    .  r  —  (l+A'*)(,4*  +  tf*)-n*(,4 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

0  =  A>+£, 

und  die  Grosse 

L  { ( I  +  +  /P)  -  n*(i4  +  ^*)*  i 

+  K \  (A*  +  B*)[f-  K(L -g)] + n*(A  +  BK){BL  4  C)  I 

bringt  man  leicht  auf  die  Form 

(^a+2**)|L+         Afy) }  -  n*{A  +  BK)(AL-KC); 

also  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

5)     M'  =  \A*\ B*)\L4 K(f+  Kg) \ -  nHA  +  BK)(AL  -  O 


 M'+jgyiv  

6)   .    .   .   »  —  (H-^X^+Ä9)— »2(^  +  ^)*' 

wo  in  den  Gleichungen  4)  und  6)  die  oberen  and  unteren  Zeichen 
sich  auf  einander  beziehen. 


10* 
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* 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Durchschnittspunkte  unserer  Gera- 
den mit  dem  Kegelschnitte,  insofern  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
wirklich  schneidet,  durch  {tx\)x)  und  (r^);  so  ist  nach  4)  und  6): 

 KVN  . 

und  wenn  nuu  Y  die  Länge  der  halben  Sehne  zwischen  deo  Punk* 
ten  (XiX)x)  und  (r2na)  bezeichnet,  so  ist  offenbar  , 

also  nach  dem  Obigen: 
7)    .  . 


( (I  +  +  B2)  -  nHA+  BK)2  :** 


$.  32. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Ellipse  und  Hyperbel,  so  ist  nach 
VII.  17)  die  Gleichung  des,  alle  der  durch  die  Gleichung  I)  cha* 
rakterisirten  Geraden  parallelen  Sehnen  halbircnden  Durchmessers: 

r  _     n2ABK+  \  {n2  -  l)A*  -  B*\ 
y     U"     n*AB+\{n*~\)B*'—Ä*\Kr*  *); 

und  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieses  Durchmessers 
mit  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Geraden  durch 
(tir);  so  hat  man  zu  der  Bestimmung  der  (Koordinaten  u,  v  diese« 
Punktes  die  Gleichungen 

c  =  Ku  +  Lf 

c  ~  C'  -     n*AB  +  ( («*  - 1)  B*~A2  \K  Ul-*>> 

* 

von  denen  man  die  erst«*,  um  sie  mit  der  zweiten  leicht  verbinden 
eu  können,  am  besten  unter  der  Form 

r-G=tf(w~f  )  f  KF+L-G 

darstellt.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Eli 
mination: 


Digitized  by  Google 


naeh  einer  neuen  Methode  analytisch  ennMckelt.  149 

(l  ^W^my^Ä+Eip {Kt 

»MftT+t  («»-J)^  -  B*\  _  . „n  .  ,     r, . 
f  (I  +  jr»)(i4«+  ~B*)-n\A  f  ÄAT)a  ^Ar  ^  )% 

«♦der: 

■ 

w     ^_        n*B(A  +  BK)-(A*  +  B*)K  _ 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (tir)  von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  so  ist 

A*  =  (ti-F)*  +  (r-G)*, 

folglich  pach  ü): 

10) 

_  \  {\\KHA*+B*)±nHn*-*)){A+BK)*  \  p 

Nim  ist  aber  nach  IV.  3)  und  oben  2) 
rjr,  f     r_  (««  - 1)  {A*\  B*)w  -  n*(AK-  B){Af\  Bg  +  C) 

folglich: 

") 

«     |(l+jr«)(^+«2)-|-n>2-2)(^  +  i?A0?}  , 
_  l Xl(n^l)^H n*(AK -B)tff+Jb+C)\%  ' 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  das«  nach  dem  Vorhergehenden 

(A*  +  B*)  \  (1  +  A*)(^*  +      +  **(«*-  2)M  +  ÄA')*  | 
=  J  f  (n*  A*]K  I  •  + 1  n*ABK  +  [(»«—  1  M*— |* 

! **B(A  +  Z**)JT|*  + 1 n*A(A  +  BK)  —  (A* +  B*) }» , 
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also 

(1  \K*)(A*+  2)(4  +  HK)* 

»•iiH«  positive  Grosse  ist. 

Nach  11)  und  7)  ist  nun: 

(w*  —  i  gCjg+  ff2)  i  ( 1 4-  at2x    +  #*)  -  >»*(  ^  f  ff*)2  :* 

(I  +  A'2)( /l2  +  ff2)  |  n2(«2  -  2)(A  +  ff*)2 
^=  I  (*«  - 1  )(^2  f      »  -  „*( ,/AT~  ff )(  Af\  Bg  +  C)  ;2 , 

(»« - 1)  i  ( i  +        +  ff«)  -  *»(  J  -f  BK)%  t« 
(i+jr^i/r2) 

i  «2M/-+      c (aw+  %  f  V)  -  ^*c)2j . 

(^2+ ff2)«?2  I 
oder,  weil  , 

=  (n2  —  l)(/l2  +  fl2)«-2  —  2w2(/fA'-  B)(Af+  Bg  +  C)u> 

I  »'(1  hA*K4f44H  O* 


ist: 


(4»~i)^+j9ta+jr%i»+JQ  -«'2u  i  äao*i* 


( 1  +  Af2)U2  -I  Ä*)  +  »*(»«  —  ->;(A  +  üf/ 
=(n2 —  l)2^2^-/?2)2«?2— 2/i2(«2 — 1)(^42 +i^)(i4  AT — B)(Af  +  Bg  +  C)w 

-r  w4MAf-  B)*(Af  +  Bg  +  C)2 , 

(,«2  - 1 )  1  ( 1  -I-  K*)(A*  -I-  l2)  -  it2(^  -I  IAT)2  !2 

1+AT2  * 

m  (n2—  I^UHtf2)2**2  — 2m2(w2-  iX^  +  ^UAT-^W+^+O 

+  »2(M2-  I)(1  i  AT2)U2-r  B*){Af+  fy-f  Q1; 

woraus  sich  Hurcli  Subtraction  die  Gleichung 

(»«- 1)2^2**2)!  (I  +  Af2)M*  +  J5  -  w204  +  ÄA')2l2 


(1  +  K*)(A*  +Ä2)  +  w2(/i2-  2)U  +  BK)1 
(w2  - 1)  |  ( I  +  K*)(A*  »  fl2)-»2^*/^2;2 


\  - 


i  f*2 

s  »2W  4  /ty  +  C)2 I  w^XAf-  Ä)2 —  (ii2  — 1)(  l  »  A'2)(JM  B*)  I 


wich  einer  neuen  Methode  anal u tisch  enticickell  IM 


( rt»  -  1  )*U*  +  &)  \  ( 1 4-  K*)(A*  -f      ->«*U  4-  BK)*  t'1 
(1  +  AT«)     4  Bl)  +  n*(n*  —  2)(i  +  0JT)* 

w*u/*+ ä  ^  4-    i  ( i  +  ä + -  »2M  4  m*  i . 

uUo  die  Gleichung 

|fcM    («» -  ')*U* 4- i *»)UH B*) -n*(A  +  BKJ?\ 

1  -;  ( I  +  K*)(A*  +  Ä*)  +  «*(m*  -  -2)(i  +  £Ä')* 

♦ 

p,» - 1 ) I ( I  +  g») U* 4**)- >i*U 4- /MO* I 
 iT^a  M 

«Jer 

13) 

( »«  —  1        -I-  ff*)  1  w»(^AT—  B)* — (»*  —  I )( 1  4  **)U*  4-  ^) I  V4 

(l  +ir«j(k*+iS«)  +  7i*(«*— +  äXt)* 

~~  1  f  f 

cnier 

14) 

( I  —  k*)*U*  4  #*)  { »«OUT— B)*+  ( 1  -  »*)(  1  +  jr»)U«+  1*)  i  xt 

( 1 4-       4- &)  4  »*(«*  -  2)(jt + **)*"  A 

.  ( 1  - w«)  ( nHAK — —  ii») ( 1  ->  AT*) U»  +  ff*) I 

■ 

■ 

Für  die  Ellipse,  wo  1 — n*  eine  positive  Giüeite  ist.  kann  man 

15) 


p,i       „  j»MZt*y+Q^ffi  f 

P      I V  (1  -»*)  I  M*(i4/r-  !?)*  +  (l-  n»)  ( i  i  #Y«)  (A*  4 
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Betzen,  und  nach  14)  ist  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  zwischen 

*••••••••©•♦(?)•-• 

Auf  der  Stelle  erhellet  au*  dem  Obigen,  das* 

17) 


ist. 


Nach  §.  22.  wird  die  Hyperbel  von  dem  den  halbirlen  Sehnen 
parallelen  Durchmesser  nicht  geschnitten  oder  geschnitten,  je- 
n ach  dem 

(1  +  K2){A2  \  B2)  -  u2(A  f  BK)2  >  0 

oder 

(1  +  K2)(A2  +  B*)  -  n*(^  +  BK)2  <  0 , 
also  jenachdem 

f  n*(j*  -  +  **)(.*■ 1-  B2) >  o 

oder 

n2(AK- B)2-{n2-\){\  +  AT2)(^  f  B2)  <0 

ist.  Wenn  also  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  nicht  schneidet,  so  setze  man: 

18) 

I  (n»  - 1)  V (AHB*) |  n»(^Ar-i?)»-(«a-i)(l+*-*)(/la+Ä») |  i 


1 


^     {  V* (n2~l){n2(ÄK-  B)2'-(n2-\)(]  f  K2)^2  f  Ä*)|i 
und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  Xf  Y: 

•8>  ©  '-(?)■=>• 
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Wenn  aber  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  schneidet,  so  setze  man: 

20) 

* 

a%=  \  *(Af+Bff+  C)  V(\+K*)(A* f  n*(w»  -  '1){A  +  BK)*  I  * 
und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  Y: 

»>  ©"-({)'—• 

IVimmt  man  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  jenachdem 
der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser  die  Hyperbel 
nicht  schneidet  oder  schneidet,  no  ist: 

22) 

f(»*-D V ±{AH^)\n\AK^B)^{n^\)(\^){AHBl)V  ' 

und  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  Fist: 

»  ©•-(!)•=" 

Allgemein  ist  für  die  Hyperbel: 

24) 

Ä-«v«^n  y/~  (r+?*)0i*+-fr) 


ff        4/  !  ,         --2)04  +  ÄT)« 


Für  die  Ellipse  ist  nach  15) 
( i  —  n*)*a*(A*  +  B*)  \  n*(AK-  B)*  +  (1  -  ««)(!  +  AT»)M*  +  B*)  I 

=  (I  +  JT*)(i4*  f  £*)  f  *«<ii*~-2)(,4  f  BK)*t 
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( I  - n*p(l\#  +  B*) | u\AK-  tf)2-K)  -»*)(!  +  JT«)M«  +  fl«) ; 

n«(^/  +  Bg  +  C)* 

=(l -«*)(•  + 

also: 

nHAf+Bg  +  C)* 

♦ 

=  («*-2)tfi*(.4+l?A')*-(l  +  A*X^* 
=  (2  -  w«)  I  »*(JAr-       +        «*)(  I  +  AT2)(^  +      I , 
folglich :  , 

«)   .   .  ,   «  +(3*-     (l_„»)l(^  +  ßl)  " 

ho  dass  er*  -f-  ß2  von  Ä"  uuabhaugig,  und  insofern  also  eiiie  coti- 
»taute  ii rosse  ist. 

Für  die  Hyperbel  ist  nach  22): 

=  (1  +  iST*)(^a  +  /?*)  +  „*(M*-2)(^  +  BK)*t 

(»«  -  l)*j3*M»-f-  ff»)  |  —  B)*  -  (><*- 1)  (14-  K*)  ( /f*)  j 
*  +6')* 


=  («*— !)(!  +  K*)(A*  +  Z?*); 


also: 


(»»— l)«(a*— )3»)(,4*  f  ^(f^^Jr— ^-(w2— l)(lf  ^K^f/T-): 

=  (»*-  2)  |  »«(^  +  BK)* — (I  +  **)M*  +  B*)  I 
=  (2 — ii«) | n*(^jr—  ä)*-(h«-1)(M  iP)(A*  +  B*)\. 
und  folglich: 

so  dass  also  hier     — ß1  von  Ä"  unabhängig  int 


>hc 

mV  f 

Die  Gleichung  der  U.recirix  n.t  bekanntlich 


nach  einer  neuen  Methude  analytisch  entwickelt.  lf>5 
wiid  für  die  der  üirectrix  parallelen  Sehnen  ist  folglich 

K  =.  —~ß,  also  A  -f  BK~  0» 

Weil  nuu 

ist,  so  ist  in  diesem  Falle  für  die  Ellipse  n;.ch  15): 

n{Af+  Bg  -f  C)  |« 


•27)    ...  . 


p     '  V'(i-ii«)M*+*lr  ' 

aUo  nach  IV.  18): 

c  =  a ,   ß  —b. 
Für  die  Hyperbel  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  nach  22): 

n{Af±Bg_+C)  ,  * 

n{Af+Bg+C)  >\ 


IV.  19): 

«  =  <i,    ß  =  b. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  nach  {.  2.  bekanntlich 

n  =  Vi,   n*=2,   n»— 1  =  1,   *,*~2  =  0; 

W^A"-  -  1)(1  +  AT2)M»  f  B*) 

=  2(.IAr--ß)*-(W  |  #*) 

=  —  (..|  f  ff  AT)* 

und  folglich  nach  22): 


29)   .  . 


» 
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oder: 


30) 


a  -±\B-AK)*-(A+  BK)*> 

„      .  2(\+K)*(Af+ 

P  -±(Ä—  AK)*-(A  +  BK)*' 


also  immer  u=z  ß. 

{.  33. 

Die  Winkel,  welche  die  durch  die  Gleichung 

yz=iK.T  +  L 

für  eio  constantes  K  und  ein  veränderliche.«  L  charakterisirten 
Sehnen  mit  dem  sie  halbirenden  Durchmesser,  dessen  Gleichung 
bekanntlich 

y-G  =  -lMÄ  +  |(,lt_1)ßl_i4JT7E(;r-f) 

ist,  einschliessen,  wollen  wir  im  Allgemeinen  durch  ro  bezeichnen. 
Natürlich  hat  a>  zwei  Werthe  zwischen  0  und  90°  und  zwischen 
90°  und  180°;  damit  nun  die  folgenden  Formeln  vollständig  rich- 
tig bleiben,  hat  man  in  denselben  (ur  co  immer  den  zwischen  0 
und  90°  oder  den  zwischen  90°  und  180°  liegenden  Werth  dieses 
Winkels  zu  setzen,  jenachdem  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Bemerkung, 
die  man  auch  in  allen  ähnlichen,  späterhin  noch  vorkommenden 
Fallen  zu  beachten  hat,  ohne  dass  dies  fernerhin  noch  besonders 
bemerkt  werden  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  liefern  die  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  uns  den  folgenden  Ausdruck: 

»Ugg+K«»  - 1 M*  -     !  + 1  n*AB + f  (n*  -  1)2P  -A*]  K }  K 

also: 

31)    .    .    taug  co-  ^ßicy^Xk) 
oder 

%*\       r»n»  ta  -  (w*~  l)(>I^Hg') - n*(B-AK)* 
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Die  Summe  der  Quadrate  des  Zählers  und  Nenners  von  tang  w 
ist,  wie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formel  31)  ündet: 

( 1  +  Af»)  {JP  +  BP)  I  ( l  +  KP)  (A* + BP) + -  2)  (>4+2f#Oa|; 

aUo  ist  wegen  der  Formeln 

.  tanga>a  1 

*m  "*  =  1  +  tanf? '    C°8  6)2  =  r+täogf»* 

offenbar: 

33) 

.    a  t*t»M*-fl)*-  (**-l)(1+Af»)Ma +  /?»)}»  

situ»  —  (i  +  iP)(A*  +  B*)\(l+K*)(A*  +  &i)  +  nHn*--2)(A  +  BK)*l' 


34) 

.     %  _  \n*(AK-B)*+ ( l-w*)(l-f*%l*+  BP)\* 

sin  a>  -  (l+|ft)M•^)Ui>Ä•«)U«+^  +  Äl(Ä«_2)(i^^»l, 

rn  »4M  +  -  AK)* 

COS  CD   


Nach  15)  und  34)  ist  also  für  die  Ellipse: 


nach  22)  und  33)  ist  für  die  Hyperbel: 

36)  .    .    .    a^sii»fl>«  =  ^  .^^-j-g^j. 

welche  Ausdrücke  von  K  unabhängig  und  insofern  also  constant 
«od. 

Ferner  ist  für  die  Ellipse: 

_  n*ß  (A+BK)(B-AK) 

37)  .    .    ca..  =  ^^.Trm^ij^-f 


und  für  die  Hyperbel: 

n»/S  U+2rlQ(fl-iAf) 
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§.  34. 

i 

80  nie  nach  dem  Vorhergehenden 
4  =  Äi  +  /„  .y  -  6  =  -         + ( (n, _  ^ , ^  (*-  F) 

die  Gleichungen  einer  Schaar  von  einander  parallelen  Sehnen  und 
■  de»  dieselben  halbirenden  Durchmessers  sind,  seien 

die  Gleichongen  einer  anderen  Schaar  von  einander  parallelen 
Sehnen  und  des  dieselben  halbirenden  Durchmessers.  Der  Winkel 
des  ersten  Systems  paralleler  Sehnen  mit  dem  zweiten  Durchmesser 
sei  ö,  und  der  Winkel  des  zweiten  Systems  paralleler  Sehnen  mit 
dem  ersten  Durchmesser  werde  durch  üt  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

tangö 

_  1  nM  ff \  [(«» l-X)B*-A*\K,  \  K\\n*ABKx  +[(!»*- IM»— ff*] \ 
n*A  ff  +  [(»* - 1) ff*  -  A*] Kx  -  \  nM  ff Kx  +  [(n* — 1)^*-  ff2]  j  K' 

Der  Zähler  ist,  wie  man  leicht  öndet, 

n*{A  +  BK)(A  +  ffA,)-(l  +  **,)(,**  f  ff2) 

oder 

(»*— l)(l+ÄA,)(4*  +  ff4)  — «*(ff— i4/f)(ff— 
und  der  Nenner  ist 

+       +  n*(ff-^#0(,l  +  #A'i): 

also: 

_  _  ^M+ffAH.J  +  ffAQ-Q  r  AfAQQf  +  ff*) 
jy)    tang«_  Jlt(Ä_^^)(^4.^1)+-(Ä:-|flj(i|i-|.ff») 

odrr  4-  1  i"<lW 

- 

,•*»••  •••      *»  ^v^k, 

_  _  (»*— 1)(1  +  +  B*)-n*(B  —  AK)(B^äKt) 

lang  o  (|f  _  Kt)(At  +ßt)+  nHB_AK)(A  +  ^ 

Vm  tangUj  zu  erhalten,  braucht  man  in  diesen  Formeln  Mnes 
und  tf|  liegen  einander  /n  verlausrliOB.    Dies  giebt: 


nach  einer  netfett  Methode  ann/yt/seh  enteric  kc  IL  |.">9 

tu     .      _      n*(A  +  BK)(A  +  g*Y,)-(1  +  iYtVi)(«4»  +  ***) 

41)     tangr.n  _ -^—^-g—^-^^  _  +  ^ 

* 

oiler 

42)  • 

-  _    (w1  - 1 )( H-  AT^ )       F  g«)  -  w>( i?  -  ^ AT)  (g  -  /ÜTt ) 
Also  ist  nach  40)  und  42) ; 

43) 

tatig 5  _     (iV-- Kx)(A*  -f  /?*)  -         »-  flAQ ( /?— ^0 
rang«,  ~     (K-  KX)(A*  -f  Ä«)  +         -  ^JT)M  +  BKX) 9 

♦•in  jedenfalls  «ehr  merkwürdiger  Ausdruck,  den  man  auch  auf 
•Jie  folgende  Form  bringen  kann: 

44) 

tang ö  _{B  —  AK)(A  +  BKX)  +(n2—l)(A  f  BK)(B  —  AKX) 
tan* <3^  —  (A  +  BK) (B  —  AKX )  r (**  - i)(B — AK)(A  +  BKX)  * 

Für  die  gleichseitige  Hyperhel,  ivn  n2 — 1  =  1  ist,  ist  also: 

natürlich  nach  der  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemach- 
ten allgemeinen  Bemerkung  die  Winkel  (5  und  ö,  so  genommen, 
das*  der  Bruch  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  po- 
sitiv wird. 

Sind  die  durch  die  Gleichung 

y=Kxx+Lx 

charakrerisirten  Sehnen  der  Directrlx  parallel,  so  ist 

K-  ± 


folglich  nach  .43),  wie  man  leicht  findet: 
46)  Ü2£S  t_, 


■  i 
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Bezeichnen  wir  die  von  den  beiden  vorher  betrachteten  Durch- 
messern eingeschlossenen  Winkel  im  Allgemeinen  durch  ß,  so 
ist  nach  den  Formeln  der  analytischen  Geometrie,  wenn  der 
Kürze  wegen 

5  =    I n*ABK -f  [(»*—  \)A*— B*] \[n*AB  +  [(n*- ^*]Ät  I 
- 1  n*AB  +  f  (n* -\)B*-AP]K\\n*A  BKX  +  [(»«  - 1  )A* -B*]  \ m 

W=    (ii^ßAC+[(n»-l)/l*-  B^MntABKi+Knt-VAi-B*^ 
+  |B^Ä  +  [(BJ-l)fiJ-^]Ä||nMB  +  [(»l-l)Ä«- | 
gesetzt  wird, 

tang  &  =  —  |j« 

Leicht  aber  findet  man,  das« 
S  =  (ii»-  \){K-KX)(A*  +  £*)*, 

X  =  (4*  +  B2)  \ (1  +  JTÄiXiP  +  B*)  +  »*(n«-2)( A+BK)(A+BKt )  \ ; 
folglich 

47) 

.      o  (n»-l)(#Y-^)M«4-^)    _  _ 

Wng    ~     (I  +  KKX){A*+B*)  +  n*(n*  -  2)(  J  +  BH)(A~+VKx) 

ist. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  n»-l  =  l,  »»-2=0;  also: 

K—K 


48)-  tang  &  =  —  TT^i 


so  das»  folglich  in  diesem  Falle  die  Durchmesser  immer  dieselben 
Winkel  einschließen  wie  die  tou  ihnen  halbirten  Sehnen. 


{.  3ö. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Parabel  betrachten. 
Wenn  wieder 

y  =  Kx+L 


die  Gleichung  einer  Schaar  paralleler  Sehnen  ist,  so  ist  nach  yil» 
15*)  die  Gleichung  des  diese  Sehnen  halbireoden 
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4  *•  BK 

B(x-f)  -  A(y -9)-  ßbÄK  W+B9  +  C)  =  ° 

Nach  7)  Ut  in  diesem  Falle  för  n  =  1 : 

n  (1  +  **)* 

1  +  +  &)-(A\BW 


also,  wie  man  leicht  findet: 

49)  r  -(B-AW 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkrs  des 
Durchmessers  mit  der  Sehne  durch  tc,  t;  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen  : 

9  I 

v  =  Ku+L, 
A  4-  BK 

2): 

B(*-n-A{v-g)-j£:jfi(Af+  Bg  +  C)  =  0; 


10) 


leicht 

,    (A+BK)(Af+Bg  +  C)  +  A(B-AK)w 

(B-AK)*  ' 

_  K(A+BK)(Af+Bg+C)  +  B(B—  AK)w 
*~9—  (B-AK)* 


erhält. 

Bezeichnen  jetzt  $,  0  die  Coordinaten  des  Durchschnitts' 
punkts  des  Durchmessers  mit  der  Parabel,  so  müssen  dieselben 
den  folgenden  Gleichungen  geuügen: 

A  4-  BK 

B(S-f)-A(<8-g)- ^^(Af+ß9+C)=0, 
(A* + B9 + C)*  =  (A* + B*)  { (>  -  ft* + (9  -  g)*  I 

litt: 

A  4-  Mi 

B(ß-f)-A«e -g)-  Bg  +  C)=0 . 

H<*-/)  +  Bi9-g)  +  Af+Bg+C\*=(A*+B*){(S-n»+(9-g)*i 

n 
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Durch  gehörige  Entwicklung  bringt  man  aber  ferner  die  zweite 
Gleichung  leicht  auf  die  Fenn: 

also,  weil  nach  der  ersten  Gleichung       .  ■ 

ist,  auf  die  Form  : 
dt*    a  x  RfiK    „\    (A  +  BK)*-(B-AK)*,  „m  „   .  ^ 

so  tlass  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  von  > — /  und  Q—g  die 
beiden  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades  nabeu : 

* 

B(f-f)-A(9-g)  =  ^^  {Af+ß9+  C)i 

durch  deren  keiner  Schwierigkeit  enterliegende  Auflosung  sich 

'-'°-''T»'-ytw*'>^ 

ergießt.  ,  ^ 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (>0)  ton 
Brennpunkt«  (/£)  durch  JP,  so  ist 

AP*  = 

und  folglich  nach  51),  wie  man  leicht  findet: 


51) 


Nach  50)  und  51)  ist: 


Jf  die  Entfernung  des  Punktes  (i<t»)^ie  wel- 
usscr  dje  Sehne  schneidet     von  dem  Punkte 


X*  =  <«-*)■  +  (•-•)«, 
also  nach  53),  wie  man  leicht  rindet: 

54)  *  _  .  iiB^AKji  

Dem  Ausdrucke  von  N  in  3)  kann  man  auch  die  Form 

1  +(n»-l)(J* +  ' 

eeben,  so  dass  also  für  n  =  l 
folglich  nach  49)  ^ 

_  q+Ar')(;<HB^/4-ify+W 

^=  (B-AK)* 
Weil  nun  offenbar  hiernach 

r  —  (ß-AK)* 

v      +  *»)  1  (1  +  *»)        1fr  +  C?)  +  2 (B  -  ^fJptp  I» 
^  *(B-AK)* 

ist.  so  ist  nach  52)  und  54): 

F4  =  JPJP, 

also  unter  der  Voraussetzung,  dass  P,  wie  es  offenbar  verstattet 
ist,  positiv  angenommen  wird: 

5ö)  F»  =  P*. 

Sind  die  halbirten  Sehnen  der  Directriz  parallel,  so  ist 

ilso  nach  62) 

pl=  j2(^+%+C)|^ 

and  folglich  nach  VI.  2),  wenn  man  dort  ft= 1  setzt,  P=p,  also 
P  dem  Parameter  der  Parabel  gleich. 

§•  36. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers,  welcher  die  durch  die  Gleichung 

Ii  • 
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y  =  Kx  +  L 

charakterisirte  Schaar  paralleler  Sehnen  halbirt,  ist 
Allgemeinen: 

[  n*ABK  +  [(«*-  l)A*-B*]\  (x—f) 

+  \n*AB  +[(»»-!)  B*-A*]K\(g  -g) 

+  n*(A  +  BK)  (Af+  Bg  +  C) 

und  trift  nun  dieser  Durchmesser  den  Kegelschnitt  in  einem  ge 
wissen  Punkte  (xxyx)9  so  ist 

+  {n*AB  +  [(»» - 1)  *»-  J*]  *|  (yx       £  =  0, 
+       +  BK)  (Af^  Bg+C)  J 

und  folglich,  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  K  bestimmt,  wit 
man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

n*A(Axx  +  Byx  +  C)-(A*+B*)(xx-f) 
Ä~    n*B{Axx  +  Byx+ €)-{#+ B*)(gx-g)' 

Nach  VIII.  1)  ist  aber  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (*,«,) 
gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts: 

 n*A(Axx  +  Byx  +  €)—  (.4*  +  B*){xt -f) 

*    91         n*B(Azx  +  Byx  -f  C)-^«+  B*)(yx  -g) {*  *lh 


woraus  sich,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  vergleicht, 
ergiebt,  dass  die  durch  die  Punkte,  in  welchen  der 
Kegelschnitt  von  einein  seiner  Durchmesser  geschnit- 
ten wird,  gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitt! 
jederzeit  den  von  dem  Durchmesser  halbirten  Sehnen 
parallel  sind. 


Krfimmungskreis. 

j.  37. 

Nach  VIII.  2)  ist  die  Gleichung  der  Normale  des  Kegelschnitt* 
in  dem  Punkte  (xxyx)  desselben: 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


1  '^j^i^HTj 

P=n*B (Axx  +  Byx  +  C)  -  (A*+  -j), 
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P  * 
und,  indem  wir  den  Bruch  q  als  eine  Function  f(*i)  von  xx 

betrachten , 

3)  f(*i)  =  £ 


  sfi  =  ^i)(*— 

Wir  wollen  nnn  xx  die  Veränderung  Jxx  erleiden  lassen,  wo- 
durch xx  in  xx  +  ^ar,  und  yx  in  yi  +  zfy,  fibergeht,  so  dass  die 
Coordinaten  xx\Axx,  yx\dyx  einen  zweiten  Punkt  des  Kegel- 
schnitts bestimmen,  durch  den  wir  eine  zweite  Normale  dessel- 
ben legen  wollen,  deren  Gleichung  nach  4),  da  i(xx)  in  t(xx+Jxx) 
fibergeht, 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  4)  uod  5)  charakterisirteu  Nor- 
malen durch  x,  y  selbst,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die 
Gleichungen : 

ST— Jfi=f(*i)-(*— 

y—yi  —Jyx  =  *to  +       (*— *i  ; 

jus  denen  sich,  wenn  wir 

J((XX)  =  ff«!  +  dXx)  -  f(j?,) 

*eUen,  leicht 

6) 

-rgiebt 

Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  Jxx  sich  der  Null  nähert, 
aUo  der  Punkt  (#i+^ri,  y\-\-4yx)  dem  Punkte  immer 
näher  und  näher  nickt,  läset  sich  zeigen,  dass  der  Durchschnitts- 
ponkt  (xy)  der  beiden  den  Punkten  (xxyx)  und  (xx+AxX9  yx+dyx) 
entsprechenden  Normalen  des  Kegelschnitts  sich  einem  ganz  be- 
stimmten Punkte,  dessen  bloss  von  den  Coordinaten  des  bestimm- 
ten Punktes  (xxyx)  in  dem  Kegelschnitte  abhängende  Coordinaten 
*ir  durch  X9  Y  bezeichnen  wollen,  gewisserroassen  als  einer 
Gränze  immer  mehr  und  mehr  und,  wenn  man  nur  Jxx  der  Null 
sähe  genug  kommen  lösst,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 


Digitized  by  Goch 


16ö  Gruner t:   Theorie  der  Kegelschnitte 

so  dass  also  dach  6),  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sich  der  Null  uähert,  nach  einer  bekannten  Bezeichnung 

7) 

X-xt  =  Lim  ^  l-,  F-y,  =  f(,1).Lim  * 

sein  wird.    Weil  aber,  wenn  dxx  sich  der  Noll  nähert,  offenbar 

LimfC^ff  ^1)  =  ^) 
ist,  so  erbellet  auf  der  Stelle,  dass 

ist,  und  dass  es  also,   um  die  Coordinaten  X,  F  zo  bestimmen, 

darauf  ankommt,  die  beiden  G ranzen 

<  « 

Lim  -j—  und  Lim  -— : — 

zu  entwickeln. 

Was  zunächst  die  Gränze 


Lim 


betrifft,  so  erbellet  aus  der  in  VIII.  entwickelten  Theorie  der  Be- 
rührenden auf  der  Stelle  und  ganz  von  selbst,  dass 

»M  (Axt  +  Byt  +C)-(A*  +  B*)  (xx  -  f) 
4*i  ~~ ~  ft**^*,  +1%,!  +  C)-(J*  +  2P)  (y,  -ji) 

oder  nach  2) 

»>  • 

ist. 

Es  bleibt  uns  also  bloss  noch  die  Entwickelang  der 
übrig.   Weil  nun  nach  3) 

i0t,   80  ist 
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Mi        P  +  AP     P     QAP-PAQ  ^ 
W*>=*lfirjQ'-  Q~  Q(Q  +  AQ)> 

AP        AQ  -- 
Af(xx)     ^ Axx  Axx 
Axx  -    Q{Q+AQ)  9 

•od  folglich  offenbar 

<*P     Di-  A<* 

=  -  1?  

m  dass  e*  also  jetot  auf  die  Entwicklung  der  beiden  Gränien 

T  .  AP  .  f .  AQ 
Lira_  uod  L.m^ 

ankommt. 


»  * 


Weil  nach  2) 

P  =  fB(Axx  +  Afo  +  C)  -  )  Cy,  — ^) 

Mt,  »o  ist  ;  .  . 

also  durch  Subtraction : 

AP=n*B(AAxx  +  BJVl)-Ka-T**-,"ii> 


AP 

Ax 


\ 


Ut  owh  2) 

Q=n*A(Axt  +  ß9l  +  C)  -  H*  +  B*)(st-f)> 

m 

also 

0+^ö=«Mt^(*l+4*)+»(y,+^i)+CI-(^-ki8^(*.+^i)-/'l. 

folglich  durch  Subtraction 

AQ  =  +  BAyx)-(AP  \B*)AxXi 

■  ■ 

ergeben  sich  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln : 
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Lim 


oder 


und  folglich  nach  9): 

AP  O  O 

Lim  -j^r  =  n*B(A  —  ßp)  +  (A%+B*)pt 

Lim       =  "M  ( A  *  B  V>  ~ {A*  * 
woraus  sich  leicht 

zu    JP    oti  *<J 

QLim   PLuu-j — 

_  (^-t-  +  0«)— n*{AP—BQ)* 

■  P  ' 

folglich  nach  dem  Obigen 

fJ   ^f(*,)     (A*  +  B*)  (f>»  +  Q«)  -  n«(^P- 

Lliu-^r=  

ergiebt. 

Also  ist  nun  nach  8):  ■ 


X  —  xx  aa 


Q  +  P 


{A*+B*){P*+Q*)  —  n*{AP-BQ)*' 


PQ* 


/>  Q  *  P 

'  m  ff '  (^«  4-      (/» +  Q*)—n*(AP—BQ)* 

woraus  sich  sogleich 


+  Ä«)  (I»  +  g»)  -  n*(AP-BQ)* 9 

10)  { 

y  (P*+Q*)P  

crgielil. 
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Den  auf  diese  Weise  völlig  bestimmten  Punkt  (XV)  betrach- 
tet man  als  den  Mittelpunkt  eines  durch  den  Punkt  (Xiyi)  gehen- 
den Kreises,  welcher  der  Krümmungskreis  des  Kegelschnitts 
für  den  Punkt  (xlyi)  genannt  wird,  und  also  nach  dem  Obigen 
derjenige  Kreis  ist,  welcher  durch  den  Punkt  (xiyi)  des  Kegel- 
schnitts aus  dem  Punkte  der  diesem  Punkte  des  Kegelschnitts 
entsprechenden  Normale  desselben  als  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  welchem  sich  die  Durchscbeittspunkte  dieser  Normale  mit 
ihren  benachbarten  Normalen  als  einer  Gränae  desto  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  diene  letsteren 
Normalen  immer  näher  und  näher  bei  der  ersteren  annimmt,  oder 
derselben  immer  näher  und  näher  rucken  lässt  Der  Halbmesser 
des  Krfimmungskreises  in  dem  Punkte  (xtyx)  heisst  der  dem 
Punkte  entsprechende  Krümmungshalbmesser  des  Ke- 

gelschnitts und  soll  durch  R  bezeichnet 


Weil  hiernach  der  Krümmungshalbmesser  R  in  dem 

die  Entfernung  des  Punktes  (XY)  von  dem  Punkte  (xxyx) 
ist,  so  ist 

nach  10): 

{P%  +  Q1)1 


oder 


(AP-BQ)* 


12)    .   .    .        —  pt^Qß 

Weil  nun  nach  2) 

P  =  n*B{Axx  +  Byx  +  C)  -  (*  -  o), 

Q=n*A(Axt  +  J3&+C)--(^  +  £*)(^-/) 
ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

AP—  BQ= (A*  +  B*){B(x,  —f)—A(ift  —g)  I. 

■ 

Ferner  ist 

= «♦  (A*  +  B»)  (i<jr,  +      +  O»  +      +  Bf  I  (*,  -/7* + (y,  -0»  | 
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i 

•rat ; 

l   (n,+  l)(i4ri+»»i  +  C)  | 

oder  n 


Endlich  Ist 

,  (n»  +  l)(ArI  +  ßvl  +  C)«  j 

+  ff«)»  j  -8(Ar,  t^  +  CKif»,-/)  +  Ä(y,-y)]J- 
»  -[Ä(*,-fl-^(y,-y)]*  ) 

also  offenbar 

«•K'»* +«*)-»*  W 

,  «»(J^+By.  +  Q» 

(  ^(W)+*(yi-*)]M*(*^/)^<yi  -y)]» 
,  »»(^x,+Äy,  +  C)»+(^+£&+C)»  , 

i   -(^*+fi«)[(*,-^,+(yl-y)*]  ' 

folgl'teb,  weH  •  . 

tot: 
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Abo  Ut 

(^+fP)(/»+<P)-»^P-*W 

 2_  Axt  +  Byx  +  C      Ti^  —  I  ^J^fyHhC 

—  '  Af+Bg+C  u+    2    '  ^+^fC' 

■od  folglich  nach  10): 

13)     ~  

- 

Af+Bg  +  C  <1  +    2    '  Af+Bg+C 
^  2 1  n»  Z? (Ar, +  fly.  +  C) - -f- B») (y, -g),) 

■ 

x  Af+Bg+C     +  ^+ÄS+C'" 
Ferner  ist  nach  11) 

oder 

15)   

_  ta>(4*  +  3*  +  C)»  I  J/+  ity  +  C+ — ^  (Ar,  +  Äy,  +  C)  |» 

Nach  VIII.  7)  Ut 


folglich  nach  18):  .....        .  '. 

iV*  _n*(Af+  Bg\ C)*_  \nt(Af+Rg+C)*[  »  ' 


i 
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also,  weil  Dach  VI.  2) 


ist: 

folglich 

16)  ... 

eine  längst  bekannte  Formel. 


=  Ä*+fc  


8-  38. 

Die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem  Funkte  (xtfi)  ist 
bekanntlich 

Q 

oder 

e(*-*k)+P(r-ft)»a. 

Der  Werth  von 
wenn  man  für  x,  y  respective  ff  g  setzt,  ist 

« 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

=-n*A  (*,-/)  (Ar, + B9l  +  C)  4  ( J»+  B*)  (*,  -  fl« 

^-«»(Ar.  +  Äjr,  +  0»  +  (J»+fi^((*I-^)»  +  (y1  -ff)«| 

+ Bg + C)  (Ar,  +  Bgt  +  C) 
s  *»  (Af+  Bg+O  (Ar,  +  Äy,  -f  C) . 

«  eil  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Theile  bekanntlich  verschwin- 
det Also  ist  nach  dem  in  §.  4.  bewiesenen  Satze  der  Werth, 
«eichen 

«(*-*,)  +  P(jr-'y,) 
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erhält,  wenn  man  für  x>  y  respective  f,  g  setzt,  positiv  oder 
negativ,  jenacbdem  der  Brennpunkt  (fg)  und  der  Punkt  {x^yx) 
aof  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Directrix 

liegen. 

Der  Werth  von 

Q(x-xx)  -k  P(g-yt), 

»  enn  man  für  x,  y  respective  die  Coordinaten  Ä  ,  Y  des  Mittel- 
punkts des  Krömiuungskreises  setzt,  ist  uach  10): 

 (g±gg  

( B*)  (/»+  Qß)  —  n*( AP- BQ)% ' 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

(P+B*)  (P*+Ö*)  -  n*(AP-BQ)*  =  n*(i*+Ä»)«  (Af+Bg+  C)». 
Alao  ist  der  Werth,  welchen 

Q(*— ar,)+P(y  —  jfj) 
erhält,  wenn  man  für  x,  y  respective  A,  F  setzt: 

Jn(i4»  +  Ä*)(i4/,+^  +  C)(  1 
und  daher  stets  positiv.  9 

Daher  erhalten  wir  jetzt  nach  §.4.  offenbar  den  folgenden  Satz: 

Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  (ooxyx)  auf 
einer  Seite  der  Directrix  liegen,  so  liegen  der  Brenn- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  auf 
einer  Seite  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (xxyi). 

Wenn  der  Brennpunkt  und  '  der  Punkt  {ocxyx)  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Directrix  liegen,  so  lie- 
gen der  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  des  Krfira- 
mongskreises  auf  venrhledenen  Seiten  der  Berüh- 
renden in  dem  Punkte  {xxyi). 

Mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  schliesst  man  hier- 
aus auf  der  Stelle,  dass  der  Mittelpunkt  des  Krümniungs- 
kreises  in  der  Normale  immer  auf  der  coneaven  Seite 
des  Kegelschnitts  liegt. 

j.  39. 

Für  die  Parabel  ist  nach  14): 

^  -  (Af+  Bg+  O W  ^ 
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Ist  aber  V  der  von  dem  Brennpunkte  (fg)  nach  dem  Punkte 
foft)  gezogene  Vector,  so  ist  nach  V.  2) 

r  —       A*  +  B* 

Also  ist 

■ 

nnd  folglich: 

Fü  _  (Af ±  Bff±C£  _  J_  j  l(A f+  Bg  +  Q\9 

also  nach  VI.  2): 

Z^—JL  a  jm-^Z6 

woraus  sich 

17)   R  =  AV\F~ 

ergiebt. 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  J4): 

U«-f2P)W/+ty+C)  ~# 

Bezeichnen  aber  P  und  Ft  die  von  den  Brennpunkten  (fg)  und 
(f\9i)  «ach  dem  Punkte  (xtyt)  gezogenen  Vectoren,  so  ist  nacb 

V,  1),  13) : 


wr  ,       4a#     W+Ifr  +  C)» . ,  .  n«-l  M  +  J*yi  +  C 
*i  -(llf_i)f     A*  +  B*     |l+    2    '  Af+Bg+C 

:  ■    .  ■ 

Also  ist: 

64n*(^  +  %l  +  C)'  ;  1  +  .  ^fgy/i^ 


*4~  "  (A*  +  B*)*(Af+Bg  +  C)* 


und 
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■ 

folglich  j 

(FF,)« 

Abo  ist 

(FF,)»  n«_  (Af-t-fis+Q* 

.  ü*    -(■•7-l)»V  UM-**)4" 


*  * 


und  weil  nach  VI.  2) 


►  ■  * 


ist,  80  Ittt 


,8> iT^as  256(1"^.  !)•' 


Für  die  Ellipse  ist 


(FF,)«  p» 


Ä*    ~  256(1—  «*)•' 
FF1VrF?V_ 

ood  folglich :  '  : 

Für  die  Hyperbel  ist 

(FF,)«»  p»  . 


FF,  sTTVx  _  p* 

r  4(n»—i)V"ii»-r 


folglich : 
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20)  ^«(««-DPP,  VV-pFFT 
Auch  ist: 

-=4-y^  ftr  di.  Parabel, 

21)  ]   |=  40  -*«) f  •  f      (1— *)|- ^  *r  dlc 
5 =4(n» - 1)      £ y nir  die  Hyperbel. 

Siod  Äf  Rf  zwei  Krümmungshalbmesser  und  P,  Pa  und  P%  Pt' 
die  nach  den  betreffenden  Punkten  gezogenen  Vectoren,  so  ist 
fÖr  die  Parabel: 

ffl>  ^  =  F'V?=(t')1, 

♦ 

und  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  tat: 


Für  die  Ellipse  ist  nach  IV.  20) 

!- 

und  nach  IV.  18)  und  VL  2)  offenbar : 

p«  =  4(l— ft»)6«. 

Also  ist  nach  19): 

»)  •  •  »=^. 

■ 

welche  Formel  auch  für  die  Hyperbel  gilt  und  ganz  eben  so  be- 
wiesen wird.    Es  ist  also  auch  immer 

*  ■ 

26)  ab^Yh^IL, 

und  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
folglich  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  constant*). 

•)  Bezeichnet  man  den  Flachftninhall  der  Ellipee  dorrh  Ey  so  ist 
anderweitig  bekannt,  das* 
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ng!' 


Discussion  der  allgemeinen   Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen. 

ff.  40. 

Die  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränder- 
lichen Grössen  hat  im  Allgemeinen  die  Form 

1)  .   .    .    ax*+6/  +  2cxy  +  2«ü;  +  2ey +  f==0. 

Um  diese  Gleichung  zu  discutiren,  d.  h.  zu  untersuchen,  welche 
wesentlich  von  einander  verschiedenen  Curven  durch  dieselbe 
dargestellt  werden,  wollen  wir  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte,  nämlich,  wenn  n  die  Charakteristik  und 

Ax+By  +  C  =  0 

die  Gleichung  der  Directrix  ist,  die  Coordinaten  des  Brennpunkts 
jetzt  aber  durch  X,  Y  bezeichnet  werden ,  mit  der  Gleichung 

2»    n*(Ax  +      +  0*= (A*  +  B*)  \  (x—X)%  +  (y-  F)«l 

vergleichen. 

Nach  gehöriger  Entwicklung  bringt  man  diese  letztere  Glei- 
chung leicht  auf  die  Form  : 

3) 

\(n*-l)A*-B*\x*+{{n*-l)B*-A*\y*  +  2n*ABxy  r 

uüd  erhält  nun  durch  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung 1)  zur  Bestimmung  von  n,  A,  B,  C,  X,  V  aus  a,  6,  c, 
d,  e,  f  die  beiden  folgenden  Gruppen  von  Gleichungen: 

(n»—  IM»—  Ä«=a, 
4)  <(  (n»-l)Ä«-^=6, 


«rt;  il«o  i«t  nach  dem  Obigen  auch 

/:=  jf — ' 

TWU  XXXI.  12 
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und 

,  J         •  - 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  die  erste  Gruppe  nor  die  un- 
bekannten Grössen  »,  ^4,  B;  die  zweite,  nachdem  diese  anbe- 
kannten Grössen  mittelst  der  ersten  Gruppe  von  Gleichungen  be- 
stimmt worden  sind,  nur  die  unbekannten  Grössen  C,  Xf.  ¥ 
enthält,  so  dass  wir  also  jede  dieser  beiden  Gruppen  von  Glei- 
«nutzen  för  sich  zu  behandeln  haben,  wozu  wir  jetzt 
wollen  *).  **» 
"   •■  -.  1  *  ■■  ..  i »  t  i 

«      t  .  •  %. 

*)  lieber  die  Gleichungen 

(»•-j)^-ä»  =  «. 
11  (»'-i)ä'-^  =  *. 


bann  msn  beiläufig  Folgende«  bemerken. 

Wenn  man  an«  den  beiden  ersten  Gleichungen  znerit  By  dann  A 
eitainirl,   «e  erhält  man: 


(»»  _  |)«  A*  _  ,4t  _  (w,  _  |} a  +  ^ 


*^(j|«-q4':=(j|*-1)«  +  *f  ' 
«*(«*-2)5»  =  («*- + 

folglich  ' 

i>n4  daher  wegen  der  dritten  Gleichong : 
oder  .  , 

(/i'-2)'«»=|«'^(a-*)Uji«H(fl-*)|, 
woran«  sich  ferner  leicht 

(Jt1  -       * = it  *ab  +  (»*  —  1 )  (s  - 

ergiebt 

Schreibt  man  aber  diete  Gleichung  unter  der  Form 

-2)»r»-(*»_l)(^*)V  ....  « 
und  zieht  auf  beiden  Seiten         ab,  so  wird  dieselbe: 

»4(«*-^)=^(«8-1){(«-^)»  +  4c»}, 

'  ■   *  i  '  4  | 
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I 

$.  41.  j  ■». 

Uni  die  Gleichungen 

6)   \         l)B*— J*=s6,. 

l  n*AR3=c 
i«  Bezue  auf  nt  A,  B  als  unbekannte  Grössen  aufzulösen,  setze 

■ 

i 

1  =  *,  also:  .nPssH-f  1, 

2)  •   .  J^+UssS»,  A~t>±w9 

A  —  B  =  2tc;  B=zv—w; 

w  werden  die  Gleichungen  6)  ': 

I  ti(e  +  tc)a— (t>— io)*=a,  I 

H)  1  u(v-w)*-(v  +  wp  =  b, 

.  *      .  *  (w+l)(«  +  tc)  =  c; 

also :  • 11  ' 

(«-J)(e«  +  t^)+2(i*+l)iw=a,  \\ 

(ti-f  1)  =c; 


i  ,  •  •  .  .  1  ;  J 
i  < .  i    -  • '  .   


ab  -  c«  =s  -         {(«  -  d) »  +  4c* } 


voran«  ipaq  «?h^ieaft,  daaa  fvr 


«*  <1,    »•  =  !,    «»>  1 

oder 

ft<l,    «  =  1,    »>  1 


1»» 
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/  1)  (©•  +  ic«)  =  «  +  *, 

10)  ...   .     ]  4(m  +  1)üw  =  o— 6, 

\    (« +1)  (**—•©*)  =  c 
folgt.    Drückt  man  aber  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art  aas 

,  2«(t>2  +  tf>*)  =  a  +  o  +  2(e*  +  u>*)t 

11)  ...  I 

und 

4(ti  +  l)ütc  =  a-o, 
(«-H)(*»-»»)  =  2c; 


12)   ...  .  I 

«  2(i 


so  erhält  man  durch  Division  zur  Bestimmung  von  t,  w  die  bei- 
den folgenden  Gleichuogen : 


13)    .    .  . 


p»  +  io»  fl  +  fr  +  2(e«  +  «>«) 
r^tü*—   2c-2(t>*-tc*)  ' 

2vw        a  —  6 


Um  diese  Bestimmung  von  e,  tr  mit  möglichster  Leichtigkeit 
auszuführen,  setze  man: 

14)  t>  =  Äcos<j>,   w  =  Rslo  (p ; 

wo  R  eine  positive  Grosse  sein  soll;  so  ist 

l  t>*  +  to*=Ä»,  . 

15)   j  e*-io*  =  Äfco829, 

'       2etp=  Ä*«in2<p; 

und  die  Gleichungen  13)  tverden  also: 

 a  +  b+VR* 

—  JPcoefy)' 


16)   .  . 


4  „c2g>  = 

£tang2*=^; 


woraus  man  zur  Bestimmung  der  beiden 
7,  Ä  leicht  die  folgenden  Formeln  erhalt: 


Ung2y  =  55^, 

17)  .   .  . 
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ood  zur  Berechnung  von  r  und  10  hat  man  nach  14)  die  Formeln: 

l  tang29>=-2r, 

\ 


18)    .    .     j  e=-2^V 


2c  —  (a  -f  6)  com  2y 
cos  2qp 


sin^a/"  2c— (a  -f  6)  cos2y . 
—  ~2   Y  cos29> 


also  zjir  Berechnung  von  A,  B  nach  7),  weil 

2  co«  (45°  —  9) 


cos  9  +  sin  9  =  sin  (90° — <p)  +  sin  9  = 

cos  9  —  sing?  =  sin  (90°  —  9) — sin  9  = 
ist,  die  Formeln: 

a—b 


V2 

2sin(45°— 9) 
V2 


tang2g>=  , 


19) 


V2 


cos  (45° — 9)  y  2c  —  (a  +  6)  cos  29 


cos  2<p 


V2 


sin  (45°— 9)4/  2c  -(a+ 6) cos 29 


cos  29 


oder : 


a-b 


20) 


tang2<jp  =  » 


J  =  cos  (45° 


2c— (q  + 6)  cos  29 
l2cos29 


Ä  =  sin  (45°— 9)^ 
Nach  18)  ist  offenbar 


2c -(q+ 6)  cos  29 
2  cos  29, 


.    cos  29  2c  —  (fl-r  6)  cos  29     2c  —  (a  +  6)  cos  29 


und  nach  10)  und  7)  ist 


n*=  -s-  |i 


aUo  nach  dem  Vorhergehenden : 
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2V n=l  2c~-(«  +  6)cos2^* 

Vorzüglich  kommt  es  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  die  vorhergehenden  Formeln»  für  n,  At  B 

reelle  Werthe  liefern,  wozu  wir  jetzt  ubergehen  wollen. 

- 

§.  42. 

Zuerst  bemerken  wir  Folgendes. 
Aus 

4c  <  I 

2c  —  (a + 6)  cos2a>  ^ 

folgt  nach  und  nach : 

4c  < 
2c-(a  +  6)cos2<p 

1 

2c  -f-(n-f  6)cos2y  ^  ^ 
2c — (ö+6)cos^p^  ' 

{2c+(a  +  6)cos2y}|2c— (a  +  6)cog2<p}  j  1 
( 2c— (o  +  6)  cos  2^ }  {2c  —  (a+ 6)cos  2^j  >  ' ; 

■ 

4c*  -  (a  -f  6)»  cos  2y»  <  . 
4c»-(a+ 6)*cosV*=0; 

also,  weil  nach  20) 

i 

22)   .   .     cos  V  =  1  +  taJig      =  (<I  _  jjt  +  4€i 
ist : 

^     («-6)*+4c*>  v' 

4c*|(a-6)»  +  4cs-(a+6j«|=Ö,'     <  ;   f '  "  <» 

> 

< 

c»(c«-ao)=0; 


nach  einer  neuen  Methode  analytisch  entwickelt. 
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folglich  ,  unter  der  Voraussetzung,  dass  c  nicht  verschwindet:  x 

< 

c*-a6=0. 

Wenn  also  c  nicht  verschwindet,  so  sind  mit  gehöriger  Be- 
ziehung der  oberen,  mittleren  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
die  Bedingungen 


4c 


< 

c*~ab=0,  

^       2c  —  (a  +  6)  cos:2<jp  ^ 


< 

=  1 


oder 


<  < 
c*—ab  =  Q,  **=] 


immer  zugleich  erfüllt. 


j.  43. 


Ferner  bemerken  wir,  dass  aus 


i. 


(a  -  6)2  4  4c*  =  (a  +  6)2 

nach  gehuriger  Entwicklung  der  Quadrate  auf  der  Stelle 

4(c2  —  ao)=0, 
> 

also 

< 

c*-ao  =  0 
> 

Ii 

folgt»  so  dass  folglich  mit  gehöriger  Beziehung  der  oberen,  mitt- 
leren und  unteren  Zeichen  auf  einander  die  Bedingungen 

Ii  #  itii» 


o 


der 


<  < 
c*—  ab=Q,   (a-6)2  +  4c2=(a  +  o)* 


<         -  < 

c*— a6  =  0,       (a  — 6)2+4ca  =  val.  obs.  {a  -\  b) 

>  >  -  - 

jederzeit  EUgleich  Statt  finden  oder  erfüllt  sind 
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§.  44. 

Aus  22)  folgt: 

*2c»  •  "• 

'  v        \^(a  — o)*-f4c* 

also 

und  folglich,  indem  wir  den  Fall,  wenn  c=0  ist,  för*s  Erste  ganz 
bei  Seite  setzen,  nach  21): 


2V*(«  — 6)*  4  4c» 

,s —  .  — _ — 


24) 

V~(ii— 6)»  + 4c«T  («  +  *)" 

Weil  ferner 

2c  —  (rt  +  6)cos2y  _  2c 

cos2qp  cos  2^p         '  ' 

tat,  so  ist  nach  dem  Obigen :  c 
oder : 

25)  ^jN»^,^^^^ 

Ans  den  Formeln 
folgt : 

26)  .   .   .    .     sin  2©  =  i  ■  ^ — - — -t^—  - , 

natürlich  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander. 

Den  Winkel  2?  wollen  wir  im  Folgenden  immer  zwischen  0 
und  360°  nehmen. 


§.  45. 

Indem  wir,  wie  schon  erinnert,  den  Fall,  wenn  c=0  ist,  fürs 
stc  ganz  bei  Seite  setzen,  unterscheiden  wir  nun  die  folgenden  Fälle. 
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I.    c*  — fl6>0,   also  n*>  1. 
Weil  bekanntlich 

•  •. 

V(a— 6)*+Tc*>  vat.  ab»,  (a  +  6) 

irt,  so  liefern  in  der  Formel  24)  beide  Zeichen  für  71*  positive 
Werthe.  Dagegen  liefert  in  der  Formel  25)  nur  das  obere  Zeichen 
für  die  Grösse  • 

2c  — (o  -f  b)  cos2<p 
,  cos  2<p 

einen  positiven  Werth ;  und  da  diese  Grösse  notbwendig  positiv 
*ein  rauss,  wenn  die  Grossen  A  und  B  in  19)  reell  sein  sollen, 
*o  kann  man  in  unseren  obigen  Formeln  nur  die  oberen  Zeichen 
nehmen.   Man  muss  also  % 

o   2c  .  „  a-  b 

COS  1<D  =      r  t      Sin  1W  =     r    1 

y     \^(<i— 6)»+4c*  r     VU  — 6)*  +  4c» 

setzen,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360°  liegende 
Winkel  2g>  vollkommen  bestimmt  ist  Dass  dann  aber  auch  die 
Grössen  n,  A9  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
»>1  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 


II.   c*-ci6  =  0,  also  »»=1. 

Weil  c2  =  ab  ist,  so  ist  ab  positiv,  und  a  und  b  haben  daher 
Reiche  Vorzeichen.  Sind  nun  a  und  b  beide  positiv,  und  ist  also 
auch  a  +  b  positiv,  so  kann  man,  weil 

V"(a  —  6)*  +  4c*=n  +  6 

i*t,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
obere  für  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  würde.  Sind 
dagegen  a  und  6  beide  negativ,  und  ist  also  auch  a  -f  6  negativ, 
»o  kann  man,  weil 


V («  —  6)*+4c*=  val.  abs.  («+ 6) 


•  .; 


ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  obere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
untere  für  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  würde.  Wenn 
Dan  aber  a  und  6  beide  positiv  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25) 
das  untere  Zeichen  für 

2c  —  (a-f  o)  cos2o? 
cos  2<p 

einen  negativen  Werth,  für  A  und  Z*  also  imaginäre  V 
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sich  mit  dein  Obigen  nicht  vereinigen  las s t  i  Wenn  dagegen  a 
und  b  beide  negativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeichen  für  r  •  1  ■ ; 

2c— (o+6)cos2y 

cos2<p 

einen  positiven  Werth,  für  A  und  B  also  reelle  Werthe,  waa  mit 
dem  Obigen  sehr  wohl  zu  vereinigen  ist.  Nun  «st  es  aber  .offen- 
bar verstattet,  anzunehmen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
gleiche  Vorzeichen  habenden  Coefficienten  a  und  6  io  der  Gleichung 

+  h*  +  2c*u  -f  2rfop  +  2ey  +  f = 0 

beide  negativ  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  and 
also  a  und  6  beide*positiv  wSren,  man  die  vorstehende  Gleichung 
bloss  unter  «der  Form 


—  ax* — by*  -  2cxy  —  2<Lr — 2r  y  -  f = 0 

zu  schreiben  brauchte,  wo  nun  die  Coefficienten  von  x% 
beide  negativ  waren.  Unter  der  immer  verstatteten 
also,  dass  <r  und  6  beide  negativ  sind,  mnss  man  in  alten  unse- 
ren obigen  Formeln  wieder  die  oberen  Zeichen  nehmen.  Man 
muss  also  wieder 

2c  _  a — 6 

cos2y  =  A/.^—   -^—-r,  8in2<p=-F- 


V(o— 6)a  +  4c*  V(a-o)a+4c2 

setzen,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360°  liegende 
Winkel  2?  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grossen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  das« 
n  =  l  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Iii.   c*-<io<0,  also  **<|. 

Weil  o6>c9,  folglich  ab  positiv  ist,  so  haben  a  und  b  wie- 
der gleiche  Vorzeichen.  Sind  a  und  b  beide  positiv,  und  ist 
also  auch  o  +  6  positiv,  so  liefert,  weil 

V(a  — o)*+4c*<«+© 

ist,  in  der  Formel  *24)  nur  das  untere  Zeichen  (ur  n5  einen  posi« 
tiven  Werth.    Sind  dagegen  a  und  b  beide  negativ,  und  ist  al> 
auch  o-f  6  negativ,  so  liefert,  weil 


V(a-6)«  +  4c*  <  val.  abs.  (a  +  b) 
ist  ,  in  der  Formel  24)  nur  das 
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tken  Werth.  Weuo  nun  aber  a  und  6  beide  positiv  wind,  so 
liefert  in  der  Formel  25)  das  untere  Zeichen  für 

2c — (a  +  o)  cos  2a> 


COsSa? 

eioeu  negativen  Werth,  fBr  ^4  und  B  also  imaginäre  Werthe, 
was  mit  dem  Obigen  nicht  zu  vereinigen  ist  Wenn  dagegen  a 
and  6  beide  negativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeichen  für 

2c  —  (a  -f  ^)  cos  2qp  r  • 

cos  2? 

eisen  positiven  Werth;  flSr  A  und  B  also  reelle  Werthe,  was 
«ich  mit  dem  Obigen  sehr  wohl  vereinigen  lässt.  Da  es  nun 
aber  nach  IL  verstattet  ist,  die  Coefficienten  n  und  b  in  diesem 
Falle  beide  als  negativ  anzunehmen,  so  wird  man  unter  dieser 
Voraussetzung  in  allen  unseren  obigen  Formeln  die  oberen  Zw* 
eben  nehmen,  und  also  .   ■  ■<    ».  i  u  . 

2c  .  _  a  —  A 

cos 2®  =    /■         .. .    ..  .  ,. ,    sin 2a>  =s     ■  _ 

V(a-o«)  +  4c*  VTa^o)«^^ 


.,  umui  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  360° 
Winkel  2a>  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grossen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
x<l  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Hieraus  ergießt  sich  nun  im  Allgemeinen  das  folgende  Resultat : 
Wenn  c  nicht  verschwindet,  so  ist  für 

c*— o6>0,   ca  — a6  =  0,   c*— o6<0 

respective  1  f. 

»>1,    H  =  l,   «  <  1 

und  der  zwischen  0  und  360°  liegende  Winkel  2qp  ist  immer  mittelst 
der  Formeln 

» 

tu  bestimmen,  wenn  nur,  wie  man  jederzeit  anzunehmen  berechtigt 
ist,  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  Coefficienten  a  und  b  beide 
negativ  sind,  wogegen  im  ersten  Falle  diese  Coefficienten  beide 
ganz  beliebige  Vorzeichen  haben  können.  Die  Grössen  w,  A,  B 
werden  in  allen  Fällen  mittelst  der  Formeln :  • 
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 ±r 

n~l  2c-(a  +  o)co82<p ' 

^           Ja                    xi/"  2c— (a-f  6)cos2<p 
98)   .   .  ^^cos^SO-^Y  

B=*to(45°-9)Y   2^2-  

bestimmt. 

Von  dem  Falle,  wenn  c=0  ist,  wird  späterhin  die  Rede 

§.  46. 

We  no  wir  jetzt  den  Anfang  der  Coordinaten  in  einen  durch 
die  primitiven  Coordinaten  pt  q  bestimmten  Punkt  (pg)  verlegen, 
und  diesen  Punkt  als  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensysteros  annehmen,  so  müssen  wir,  am  zu 
neuen  Coordioatensysteme  überzugehen,  in  der  Gleichung 


oa?,+ %a +2cxy  +  2dx  +  2ey  +  f  =0 

lör  x*  y  respective  p+x,  ©;+y  setzen,  indem  wir  der  Künt 
wegen  die  Coordinatcnin  dein  neuen  oder  6ecundären  Systeme  wie- 
der durch  xt  y  bezeichnen.  Dadurch  wird  vorstehende  Gleichung 
nach  gehöriger  Entwickelung : 

«*»-f6y»  +  2c*y 

+  2(ap  +  cq  +  d)x  +  2(cp  +  bq+e)y  }  =0. 

+  af*  +  bq*+*\cpq  +  2dp  +  2e?  +  f 


wir  nun  den  Punkt  {pq\  so,  dass  seine  primitiv 
Coordmateo  p,  q  den  Gleichungen 

ap  +  c?  +  </  =  0, 
cp+bq  +  e  =0 

so  erhalten  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
von  q  und  p  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(c*—ab)p  +  ce-bd=0, 
(<j»-«6)o+cd--ae=0; 

also: 

Od»  f>d  —  CS  OB  —  C(l 
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welche  Formeln  aber  für  p  und  q  nur  so  lange  endliche  völlig 
bestimmte  Wert  he  liefern ,  so  lange  c*  —  ab  nicht  verschwindet. 
Weil 

apP  +  bq*  +  2cpq  +  Up  +  2eq  -fr  f 
=  (ap  +  cq  +  d)p  +  (cp  +  bq  +  e)q  +  dp  +  eq +  (, 

altfo  nach  dem  Obigen 

apP  +  bq*+2cpq  +  2dp  +  2eq  +  f=zdp  +  eq  +  ( 

ist,  so  erhalten  wir  für  die  Grösse 

ap* + bq9  -fr  2cpq + + 2eq  +  f 

oder 

dp -fr  «9 -fr  f, 

wenn  wir  die  obigen  Werthe  von  p  und  9  in  diese  letztere  Grösse 
einführen,  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

ae2  +  6rf*  +  fc»  —  a6f —  2c<k  -  ' 

c*-a6 

ood  es  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


*)) 


ae*  +  bd*  +  fc»— «6f—  2c</e 
c*  —  «i 


»etzen,  der  folgende  Satz: 

Wenn  c2— 06  nicht  verschwindet,  so  lässt  sich  die 
allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen 
zwei  veränderlichen  Grössen  immer  durch  eine  blosse 
parallele  Fortrückung  des  Coordinatens  ystems  aof 
die  Form 

aar*  -f  by*  -fr  2cxy  +  »  =  0 

bringen,  so  dass  wir  also  unter  der  Voraussetzung, 
iasg  c* — ab  nicht  verschwindet,  die  allgemeine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderli- 
chen Grössen  auch  immer  bloss  unter  dieser  Form  zu 
betrachten  brauchen. 


Wir  wollen  n 


31)  .    .  . 


190  Orvneri:   Theorie  der  Kegelschnitte 

Obergehen,  und  unterscheiden  dabei,  indem  wir,  wto  schon  erin- 
nert, den  Fall,  wenn  e=0  ist,  fuVs  Erste  bei  Seite  setzen,  wie- 
der die  drei  folgenden  Fälle. 


i  ».  * 


l<  c*  —  ab>0,  «>1. 


In  diesem  Falle  ist  es  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
verstattet, 

rf  =  0,    e  =  0,  (=a> 

zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  31)  die  folgende  Form  er- 
halten :  -  i    ..     ,     .     .     ;  *  * 

i  tiMC  +  (^*  +  £*)A  =  0, 

32)   .   .   .     <  n*£C  +  (^2  +  2?*)F  =  a, 

•  Ii    ■  r        ■      •  I 

{  (A*  -f  B*)  (X *  +  F2)  =s  o). 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
v         n*AC       v  n*BC 

also 

n*C* 


+  F*  = 


,4»  +  7 

und  folglich  vermöge  der  dritten  Gleichung: 

n*(n*-l)C*  =  — to. 
Daher  haben  wir  zur  Bestimmung  von  C,  X,  F  die  Formeln: 

Sollen  diese  Formeln  für  C,  Jf,  F  reelle  Werthe  liefern,  so  muss 
o)  negativ  sein.  Üass  dies  aber  der  Fall  sei,  ist  jederzeit  anzu- 
nehmen verstattet ;  denn  nach  §.  45.  können  im  vorliegenden  Falle 
a  und  6  ganz  beliebige  Grossen  sein,  und  nenn  in  der  Gleichung 

i 

a  x*  +  by*  +  2cxy  +  co  =  0 

das  letzte  Glied  cd  positiv  wäre,  so  brauchte  man  die  gegebene 
Gleichung 

ax*  +  6y*+2r^  +  2<*r  +  2ey  +  f=0 
der  Curve  bloss  unter  der  Form 
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zu  schreiben,  oder,  was  Dasselbe  igt,  im  Obigen  für  a,  b,  c,  a\ 
e,  f  respective  —  a,  —  bf  —  c,  —  d,  — e,  — f  zu  setzen ,  wo  daau 
nach  30) 

ae*  +  bd*  -r  lc*  —  ab(—2cde 
co=  c*-ab  ~  f  5  '    '  1 

i  .  .  .  .  •     .  .  .  ^ 

»erdoo,  al«o  cd  offenbar  nun  einen  negativen  Werth  annehmen 
wurde. 

Die  Coardinaten  X,  Y  werden  unendlich,  wenn 


»  »  •  i        •    l    • !  i     ,  *  )  'i  h 


> 


I 


HE     Da  aber  diese  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 

^  =  0,   £  =  0 
zerfallt ,    so  musste  wegen  der  Gleichung  * 

•  > 
..  i 

in  6)  offenbar  c=0  sein,  welcher  Fall  von  uns  ausgeschlossen 
worden  ist.    Also  kann  nicht 

sein,   und  A\  F  werden  daher  nicht  unendlich. 

Wenn  <ö  =  0  ist,  so  liefern  die  Formeln  33): 

C=0,   X  =  0,  F=0, 
wovon  nachher  weiter  die  Rede  sein  wird. 

Wenn  co^O  ist,  ist  nach  30),  weil  c2— a6>0  ist,  mit  Be- 
ziehung der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

ae1  +  bd1  +  fc*  —  abt—  %cde  ^  0 ; 

und  weil  n>l  ist,  überhaupt  aber  n,  A,  B,  C,  X,  Y  endliche 
völlig  bestimmte  reelle  Grüssen  sind,  so  ist  im  vorliegenden  Falle 
offenbar  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel,  worin  auch  die 
doppelten  Zeichen  in  den  Formeln  33)  ihre  unmittelbare  Erklärung 
finden,  weil  die  Hyperbel  bekanntlich  zwei  Dircctrixen  und  zu  ei 
Brennpunkte  hat  Wenn  co  =  0  und  wie  vorher  c1  —  a6>0 
so  ist  nach  30)  < 

ae*  +  bd2  +  fe2 — a6F—  2cde  =  0 , 


und  e«  ist  wie  früher  n>l,  uqd  n,  A,  /?,  C 
haupt  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Gr«. 


I 
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diesem  Falle  nach  dem  Obigen  C  =  0,  *  =  0,  F  =  Q,  also  die 
Gleichung  der  Directriz  im  zweiten  Coordinatensysteme 

A  x  +  By  =  0 

ist,  wodurch  eine  durch  den  Punkt  (py)  gehende  Gerade  charak- 
terisirt  wird,  und  weil  mit  dem  Punkte  (pq)  auch  der  im  aweiten 
Coordinatensystem  durch  die  Coordinaten  JT=:0,  F=0  bestimmte 
Punkt  zusammenfällt;  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  einfachen 
geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegenden 
Falle  die  Hyperbel  in  ein  System  zweier  durch  den  Punkt  (pq) 
gehender  gerader  Linien  degenerirt,  wie  dies  aus  dem  allgemei- 
nen Begriffe  der  Kegelschnitte  in  (.  1.  sogleich  folgt,  weil  hier 
der  Brennpunkt  in  der  Directriz  liegt  und  die  Charakteristik  gros- 
ser als  die  Einheit  ist. 

Ueberhaupt  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  das  fol- 
gende Resultat: 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c»  -  ab  >  0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

ax*  +  by* + 2cxy  f  Mx  \  2ey  +  f  =  0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

ae*  +  bd*  +  fc»—  c6f— 2cde  ^  0 

oder 

ae*  +  6d*  +  fc*  -  a6f  -  2cde  =  0 

ist. 

IL   c>  — u6  =  0,  7i=  1. 

In  diesem  Falle  nehmen  die  Gleichungen  31)  die  folgende, 
nämlich  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an: 

IAC+(A*  +  B*)X=d, 
BC+(A*  +  B*)Y=e, 
c*-(^H^(A'*+  r»)=f. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

- 

A~A*1  Ii*'    1  ~A*  +  B*' 
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also: 

Ä  +  Y  =  (A*  +  #*)*  ' 

sich 


2(<M  +  eB)C-  (d* + «*)_, 
A*  +  B* 

prgiebt,  so  dass  man  also  zur  Bestimmung  von  C,  F  die 
Agenden  Formeln  hat: 

35) 

„    d*+e*+f(A*  +  B*)  d-AC  *-BC 

2(dA  +  e£)      '    A—A*  +  B*>    *  —  3*Tä** 

% 

Dass  nicht 

A*+B*=0 


sein  kann,  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  c  nicht 
verschwindet,  wie  in  I.,  und  die  vorstehenden  Formeln  liefern 
also  für  C,  Ä,  Fso  lange  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Werthe, 
w  lange  nicht 

dA+eB  =  0 

i«t,  so  dass  wir  also  diesen  letzteren  Fall  jetzt  besonders  betrach- 
tet] 


Zuvörderst  wisson  wir  aus  $.  45.,  dass  et  und  6  negative  Glos- 
sen sind,  and,  weil  *=1  ist,  so  sind  die  Gleicbnngen  6): 

^2  =  —  b,   B%=  —  a,  AB  =  c. 

Also  ist,  jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  mit  Beziehung  der 
and  unteren  Zeichen  auf  einander 


~b,   B=±\f^a  oder  A  =  ±\f-b,    B  =  TV-a. 
der  Gleichung 

<IA  +  eB  =  Q 
ist  also,  weon  c  positiv  ist: 

'jnd  wenn  c  negativ  ist,  so  ist 

13 
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d\T^~b  —  e\r^~a  =  0. 

Wenn  man  also  im  Folgenden  immer  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  nimmt,  jenaebdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist: 

folglich : 

und  die  zu  discutireode  Gleichung 

a  x*  +  by * -f  2c +  2  Ar  +  2ry  +  f  =  0 

lässi  sich  also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 

  STZTh 

tix*  +  üy*±2\T^~a.  \T-b.xy  -f  2{Lrj2<l^T=  y  +  l=0, 

V  — o 


aar* -fAy*±  2^-0.  V"—  o.ary  T2e^~j:  +  2ey+f=0 
oder  • 

    \f  f% 

—ax*  —  by*?2V-a.V^.xy—2dx±2d-^==y-r=0, 

V  —  a 

—  V"^ä 

-oj:«-6ylT2  V^.  ^-6.^^26 -~=x—2ey-f==0; 

^  —  b 

also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen : 

    2d  t    

darstellen.    Da  sich  diese  beiden  Gleichungen  in  Bezug  auf 

xyT^a^y\r~b 

als  unbekannte  Grösse  wie  quadratische  Gleichungen  auflösen 
lassen,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende 
Gleichung  im  Allgemeinen  zwei  parallele  gerade  Linien,  die  aber 
auch  zusammenfallen  können,  darstellt,  oder  gar  keine  geome- 
trische Bedeutung  bat,  jenachdem  die  Wurzeln  der  obigen  qua- 
dratischen Gleichungen  reell  oder  imaginär  sind. 
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Im  Allgemeinen  ergiebt  sich  hieraus  das  folgende  Kesultat : 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c*-a6  =  0 
ist,  so  stellt  die  Gleichung 

or»  +  by*  +  2cxy  +  2<&:  +  2ey  +  f =0, 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneh- 
men, eine  Parabel  dar,  wenn  nicht 

dA  +  eB  =  0 

ist  Wenn  aber 

dA  +  eB  =  0 

ist,  So  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  parallele  gerade  Linien, 
die  auch  zusammen  fallen  können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geo- 
metrische Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichungen 

    9/7   

{x  V~o  +  y  ^-6)*-^=(*\T -a^V^Ä)-f=0, 

(x  V=5  T  y  *r=6)*±        (x  V  ~a  T  y  V=b)  -  f  =  0 ; 

in  denen  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  muss, 
jeoachdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  reell  oder  imaginär  sind. 

III.   c»-a6<0,  n<l. 

In  diesem  Falle  ist  es  wieder  verstattet,  io  den  Gleichungen  31) 

d  —  09  «  =  0,  f=» 
«i  setzen,  wodurch  dieselben  die  folgende  Gestalt  erhalten; 

wC« + +  F«)  =  cd; 
wie  In  1.  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen : 


Digitized  by  Google 


Grünen:   Theorie  der  Kegeischnitte 


Sollen  diese  Formeln  för  Ct  X,  Y  reelle  Wert  he  liefern ,  so  raus/» 
co  positiv  sein,  wobei  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  wer 
den  braucht,  dass  in  diesem  Falle  a  und  6  als  negativ  vorausge 
setzt  werden.    Dass  nicht 

sein,  und  also  X  und  Y  nicht  unendlich  werden  können,  wird  ganz 
wie  in  1.  bewiesen. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wenn  a  negativ  oder 
ro  <  0  ist.    Weil  die  gegebene  Gleichung 

a:r*+  by*  +  Vcxy  +  ü>  =  0 

ist,  so  ist 

ar*  -f  by*  -f  Icxy =  —  to. 

Hieraus  erhellet  zuvörderst,  dass  keine  der  beiden  Grössen  x,  \ 
verschwinden  kann;  denn  verschwände  etwa  y,  so  wäre 

ax*  = — co, 

folglich  ax*  positiv,  was  ungereimt  ist,  weil  a  negativ  ist.  Fei 
ner  erhellet  aus  der  obigen  Gleichung,  dass 

ax*  +  by*  -f-  2cxy  >  0 , 

folglich 

2cxy  >  —  aar* — by% 

ist.  Weil  — ax*  —  by*  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  auch 
lexy  eine  positive  Grösse,  und  c  und  xy  haben  daher  iromei 
gleiche  Vorzeichen,  weshalb  wir 

2(±c)(±*y)>-ax*-by* 

setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  wollen,  je 
nachdem  das  nicht  verschwindende  c  positiv  oder  negativ  ist,  wo 
dann  i  c  und  ;fc  XV  stets  positive  Grössen  sind.  Weil  nun 
c*  — ao<0  ist,  so  ist  o6>c*,  also  VoÄ>±c,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  ±2xy  V^ö  >  -cur»— by*  oder 

-  ax*  -  by*?2xyVäb  <  0, 

oder 

(x  \r—a)*+iy  \r~b)*T2x\r^i.y  v=i<q, 

also 

(x  \rz-ZTy\rzri)*  <o, 
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was  ungereimt  ist,  insofern  x  und  y  reolle  Grössen  sein  sollen. 
Also  hat  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende  Gleichung  gar 
keine  geometrische  Bedeutung. 

Ffir  »  =  0  ist 

uder 

2cary  =  —  ax1  —  by1 , 

»der  wie  vorher 

2(±c) (±xy)  =  -  cur»  -  6y* 
Nun  ist  aber  \TüHy  also 

Jb  2ary  V~öÄ  =  —  ax*  —  6y* 

oder 

(xV^Ty  V^6)*=0  oder  (*  V^aTy  V^6)»  <  0» 


eine  oder  keine  der  beiden  Grössen  x,  y  verscbwhv 
det.  Da  das  Letztere  ungereimt  ist,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 


(arVr-«TyV^6)*  =  0  oder  x V^aTy V^Ä  =  0, 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  eine  der  beiden  Gros- 
sen x,  y  verschwindet.  Dann  verschwindet  aber  vermöge  dieser 
Gleichung  auch  die  andere  der  beiden  Grössen  x,  y,  da  keine 
der  beiden  Grössen  n,  6  verschwindet,  weil  ao>c*  ist,  und  c 
nicht  verschwindet.   Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 

■ 

ax*  +  ty*  -r-  2cary  =  0, 

unter  Voraussetzung  reeller  Werthe  voo  x  und  y,  nur  erfüllt  wird, 
venn  x  und  y  beide  verschwinden,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
die  zu  discutirende  Gleichung  bloss  den  Punkt  (pa)  darstellt 

Ueberlegt  man  nun,  dass,  weil 

c2 -ab  <0 

ist,  nach  30),  wenn 
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«>0,   *<0,  <d=0 

\»\,  respektive 

ae*  +  6rf*  +  fc*  -  übt  —  2ca*e  <  0 , 
ae*  +  od*  +  fc*-a6f-2cde>0, 
ae*  +  6a*  +  fc*— a6f — 2caV=0 

ist,  so  ergiebt  «ich  ganz  unzweideutig  im  Allgemeinen  das  fol- 
gende Resultat 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

1  c*-a&<0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

ax*  -f  by* + Vcxy  +  Idx + 2ey  +  f  =  0 , 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneh- 
men, eine  Ellipse  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeu- 
tung, oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 

ae*  +  bd*  +  fc*  -  a6f-  2crfe  <  0 , 

oder 

ae*  +  bd*  +  fc*  —  aftf —  2cde  >  0, 

oder 

ae*  -f      -f  fc*  -  a6 f-  2cdc  =  0 

ist. 

j.  48. 

♦ 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wenn  c  =  0  ist,  wobei 
wir  wieder  die  drei  Fälle 

c»-a6>0,  c«— a6  =  0,   c*— a6<0; 

nämlich  die  drei  Fälle 

i 

—  a6>0,    —  ao=0,   —  ab  <Q 

oder 

ao<0,   a6  =  0,  o6>0 

unterscheiden. 

Die  drei  Gleichungen  6)  sind  in  diesem  Falle: 

!(w*— 1)/4*— B*  =  a, 
n*AB  =  0. 
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1.  a6<0. 

In  diesem  Falle  haben  a  und  b  ungleiche  Vorzeichen  and 
keine  dieser  beiden  Grössen  kann  verschwinden. 
Wenn  a  negativ  und  b  positiv  ist,  so  setze  man 

A  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden : 

-fii  =  a,   (n*-I)ß*  =  6; 

woraus  sich 

b  b      u  —  6 

al*o: 

39).   .    .   »=V^T>  ^=°' 
ergtebt,  und  offenbar  n>  1  ist.    Auch  ist 

und  versehwindet  also  nicht 

Wenn  a  positiv  und  b  negativ  ist,  so  setze  man 

B  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erflMt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

-.^  =  6,  («'-lM»=a; 

woraus  sich 

a  a     6—  a 


40)   .   .   .  n  =  V^'  *=±V=I. 
erglebt   Auch  ist 

and  verschwindet  also  nicht. 

Ferner  ergiebt  sich  nun  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  in  j.  47. 1. 
ohne  eine  Beziehung  der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden : 
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welche  Formeln,  insofern  cd  negativ  ist,  was  man  immer  anzu- 
nehmen «ich  berechtigt  halten  darf,  fär  C,  Xt  Y  endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Werthe  liefern.  Ueber  den  Fall  w=0  ist  Das- 
selbe zu  bemerken  wie  in  j.  47.  I. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 
Wenn  c  verschwindet  und 

a6<0 

ist ,  so  stellt  die  Gleichung 

ax*  +  6y*+2c*y  +  2«fc:  -f  2ey  +  f =0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenacbdem 

6d«+ fc»-  n6f  -  2crfe  ^  0 

oder 

ac»  +  bd*  +  fc»  -  a6f — 2cde  =  0 

ist. 

II.   a6  =  0. 

Die  Grössen  a  und  6  verschwinden  entweder  beide  oder  es 
verschwindet  nur  eine  derselben. 

Wenn  a=:0,  6=0  ist,  so  ist  die  zu  discutireode  Gleichung 

und  stellt  also  eine  gerade  Linie  dar. 

Wenn  a  =  0  und  nicht  6=0  ist,  so  setze  man 

n  =  l,  £=0. 

Dann  sind  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und 
die  zweite  Gleichung  wird 

^»=-6,  folglich  A=:±^~=b. 

Nimmt  mau  also,  was  offenbar  verstattet  ist,  b  als  negativ  an,  so 
liefern  die  Formeln 

42)   ...   .   n  =  l,   A  =  ±\T=lt  ß^o 
für  n,  Af  B  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 
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Wenn  nicht  «  =  0,  aber  6  =  0  ist,  so  setze  man 

n  =  l,  ^=0. 

Dann  sind  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und 
die  erste  Gleichung  wird. 


#*=-a,  folglich  B  =  ±\—a. 

Nimmt  man  also,  was  offenbar  verstattet  ist,  a  als  negativ  an, 
so  liefern  die  Formeln 

43)   ...  .  »  =  I,  ^=0,  B=±V^^ä 

för  uf  4,  B  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 

Dans  in  keinem  dieser  beiden  Fälle  A*  +  B*  verschwindet, 
ist  klar. 

Ferner  erhält  man  ganz  wie  in  §.  47.  II. 

rf»  +  6«  +  f(J»+g»)     w    d-AC     „  e-BC. 
U>  C-      2(dA+eB)  '-JMTS*' 

und  diese  Formeln  liefern,  wenn  nicht 

dA  +  eB=Q 

i*.  för  C,  A,  F  endliehe  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 
Den  Fall,  wenn 

dA  +  eB  =  0 
ist,  müssen  wir  nun  besonders  betrachten. 

■ 

Wenn  a=0  und  nicht  6=0  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden: 

A=±\T=bt  B=zO; 
und  wegen  der  Gleichung 

dA  +  eB=0 

ist  folglich  «2=0;  also  ist  die  su  discutirende  Gleichung: 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  x  parallele  gerade  Linien ,  die 
auch  zusammenfallen  können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn  nicht  a  =  0,  aber  6  =  0  ist,  so  ist  nach  dem  Vor- 
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^  =  0,  B=z±\T=a; 
und  wegen  der  Gleichung 

<lA+eB  =  0 

ist  folglich  e  =  0;  also  ist  die  zu  disculirende  Gleichung: 

<ur*+2rfa: +  f=0, 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  y  parallele  gerade  Linien,  die 
auch  zusammenfallen  können ,  dar ,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenacbdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Bieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  c  verschwindet  und 

o6  =  0 

ist,  so  stellt,  wenn  a  und  b  zugleich  verschwinden,  die  Gleichung 

ax*  +  by *  +  2cxy  -f  2Ar  +  2ey  +  f  =  0 

eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  a  und  b  nicht  zugleich  ver- 
schwinden, so  stellt  diese  Gleichung,  in  welcher  wir,  wie  es 
verstattet  ist,  a  und  6  als  negativ  annehmen,  eine  Parabel  dar, 
wenn  nicht 

dA  +  eß=0 

ist;  wenn  dagegen 

dA  +  eB  =  0 

ist,  so  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  der  einen  der  beiden  Coor- 
dinatenaxen  parallele  gerade  Linien,  die  auch  zusammenfallen 
können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

m.   ab  >0. 

In  diesem  Falle  haben  a  und  6  gleiche  Vorzeicbeo,  und  keioe 
dieser  beiden  Grössen  verschwindet.  Offenbar  ist  es  verstattet» 
dieselben  beide  als  negativ  anzunehmen. 

Setzt  man  nun 

,4=0, 

*    so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und  die  beiden  ersten 
Gleichungen  werden: 

-Ä*  =  ri,   (w*-l)ß»  =  6;  , 
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woraus  sieb 


43) 


Setzt  man 

B  =  0, 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfällt,  und  die  beiden  arsten 
Gleichungen  werden : 

'    ,  -A*  =  bt   (ii*~lM*  =  a; 

woraus  sich 

ai        /      *     i  ■  a     i     a     b  —  a 


46) 
ergiebt. 

Weil  a  und  6  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  haben 

a — b       ,   b — a 

  und  — j— » 

insofern  diese  Grössen  nicht  beide  verschwinden,  welchen  Fall 
wir  für's  Erste  her  Seite  setzen  wollen,  ungleiche  Vorzeichen,  und 
die  eine  derselben  ist  also  jederzeit  positiv,  weshalb  also  immer 
entweder  die  Formeln  45)  oder  die  Formeln  46)  für  n,  A,  B  end- 
liche reelle  völlig  bestimmte  Werthe  liefern.  Dass  immer  n  <  1 
ist  und  A*+B*  nicht  verschwindet,  erhellet  aus  den  obigen  For- 
von  selbst. 


Ferner  erhält  man  nun  ganz  wie  in  §.47.  III*,  ohne  Beziehung 
der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden: 

V 

_    -    .  °>  Y_     n*AC      v_     n«#C  . 

47)  c— ±y  n«(i-«»)'  r — ^+3*' 

welche  Formeln,  wenn  a>  >  0  ist,  für  C,       f 'endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Werthe  liefern.  .  .  • 

Die  Gleichung 
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wird  im  vorliegenden  Falle,  wo  c  =  0  ist: 

aar*  +      +  co*=Ü, 

und  lässt  «ich,  wenn  co>0  ist,  offenbar  auf  folgenden  Ausdruck 
bringen: 

stellt  aUo  in  dem  Falle,  wenn  c  =  6  ist,  einen.  Kreis  dar. 
Wenn  co  <  0  ist,  so  bat  die  Gleichung 

oder  1 

—  ax% — by*  =  co, 

wo  die  Grosse  auf  der  linken  Seite  positiv  ist,  die  Grosse  auf 
der  rechten  Seite  negativ  ist  und  nicht  verschwindet,  offenbar 
gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

Wenn  co  =  0  ist,  so  geht  die  Gleichung 

az*  +  by%  -f  co  =  0 

in  die  Gleichung 

cu:*  +  tV  =  0 

über,  und  wird  daher,  weil  die  nicht  verschwindenden  Grössen 
et,  6  gleiche  Vorzeichen  haben,  nur  durch  die  reellen  Wertbe 
#  =  0,  y  =  0  erfüllt,  stellt  also  bloss  den  Punkt  (pg)  dar. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  c  verschwindet  und 

ab>0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

ax%  +  by*+1cxy  +  2dx  +  2ey  +  f=0, 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  0  und  b  als  negativ  anneh- 
men, eine  Ellipse  oder  einen  Kreis  dar,  oder  hat  gar  keine  geo- 
metrische Bedeutung,  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 

ac»  +  hd*  f  fc* -  abt  —  2cde  <  0, 

oder 

cre*  f  bd*  +  fc«  —  ab(  —  2cde  >  0, 
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ae*+  6<**  +  fc*-c6f—  2cde  =  0 

Ist. 

j.  49. 

* 

Aus  allen  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  jede  Gleichnng 

a*»  +  btf  +  2c  xy + 2dx  +  2ey  +  f  =  0 

des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  bloss 
entweder  einen  Kegelschnitt  mit  Einschluss  des  Kreises,  oder 
ein  System  zweier  sich  schneidenden  oder  einander  parallelen 
geraden  Linien,  oder  nur  eine  gerade  Linie,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellen,  oder  auch  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben  kann. 

Zugleich  liefert  das  Vorhergehende  die  Formeln,  welche 
erforderlich  siod,  um  für  jeden  durch  die  obige  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  bloss  aus  deren  Coefficienten  die  Charakte- 
ristik ,  die  Directrixen  und  die  Brennpunkte  mit  möglichster  Leich- 
tigkeit bestimmen  zu  können. 

XII. 

Polar-Gleichung  der  Kegelschnitte. 

{.  50. 

Wir  wöllen  den  Brennpunkt  (fg)  als  Pol  annehmen.  Ist  nun 
(xg)  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  soll  r  den  von 
dem  Brennpunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  bezeich- 
nen ;  und  denken  wir  uns  dann  durch  den  Brennpunkt  ein  dem 
primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  neues  oder  secundäres 
Coordinatensystem  gelegt,  so  soll  <p  den  von  dem  Vector  r  mit 
dem  positiven  Theite  der  ersten  Axe  dieses  neuen  Coordhiaten 
Systems  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnen,  indem  wir  diesen 
Winkel  von  dem  positiven  Tb  eile  der  ersten  Axe  des  neuen 
Cootdmaten  Systems  an  durch  dessen  Coordinatenwinkel  hindurch 
oder  nach  dem  positiven  Theile  der  zweiten  neuen  Coordinaten« 
axe  hin  von  0  bis  360°  zählen.    Dies  vorausgesetzt,  ist  allgemein: 

1)  .    .    .    .   x  z=f+rcoB<p,   y  =  0  +  rsin<jp; 

folglich 
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2)  r=V  (*-/-)*  + 

■ 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitte  ist  nun  nach  {.  5. : 

3)  n(Ax  +  Bg+C)=±V(A*  +  B*){(a;-n%+<9-9)*\' 

wo  man  für  die  Parabel,  für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  das  ^obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  moss,  je- 
nachdem  die  Grosse 

Af\Bg\C 

positiv  oder  negativ  ist,  ffir  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  da- 
gegen das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdera 
die  Grösse 

Af+Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist.  Fflbrt  man  in  diese  Gleichung  für 
x,  y  und  r  ihre  Werthe  aus  I)  und  2)  ein,  so  erhält  man,  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 

n  l  Af\  B9  +  C+r(A cos o>  +  ßsin <p)  }  =  ±  r  V^+S* . 

also: 

4) 

n{Af+  Bg+C)  =  ±  r  { V3*+ß*  -f  n(A  cos  <p  +  Bsina)) 
oder: 

■ 

1_         V^*+B*         Jcosy  +  Bsinp 
ö)  '  '  "  Bg+C)~    Af+Bg  +  C  \ 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitts: 

B 

6)  .  .  B(x—f)—A{#—g)~0  oder  y—y=^ 

Bezeichnen  wir  also  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  wel- 
chen der  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  des  durch  den 
Brennpunkt  gelegten  secundären  Systems  liegende  Theil  der  Axe 

des  Kegelschnitts  mit  dem  positiven  Theile  dieser  ersten  Axe  des 
secundären  Coordinatensystems  einseht iesst,  durch  ca,  so  ist  eacb 
dcit  Ijchren  der  analytischen  Geometrie  bei* aon tltch 


nach  einer  neuen  Methode  analytisch  entwickelt.  207 

™  ^  cos  co  "        cos  CD 

/?(co8<pcos<p-f  sin  cosincp)  _  /?cos(co— <p) 
sin  co  ~~       sin  co  ' 

und  folglich  nach  5)  die  Gleichung  des  Kegelschnitte: 

*>    r-±n(Af+Bg+C)~  (Af+  Bg + C)  cos  „  coa(»  ~ 
oder 

'    t~±n(Af+Bg  +  Q~(Af+Bg+C)ain»C08('a~'''>- 
Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen: 

'-^niAf+Bg+C)' 

™-~~(Af+ßg  +  C)  cos  co""  C)sin«; 

wo  die  Grossen  4  und  £  Constanten  sind ;  so  ist  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

11)  J==ü  +  »coe(co— 9) 

oder : 

12)  r  =  |Ä  +  35cos(£o— qp)!-1. 

Die  Constanten  ü  und  B  müssen  wir  nun  etwas  genauer  be- 


Weil  man  in  dem  Ausdrucke  von  ü  in  10)  für  die  Parabel, 
für  die  Ellipse  und  4en  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nehmen  muss ,  je  nachdem  die  Grosse 

Af+Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist,  dagegen  filr  den  zweiten  Zweig  der  Hyper- 
bel das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat«  jenaebdem  die 
Grösse 

Af  +  Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  offenbar  die  Constante  4  für  die 
Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  stets 
positiv ,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  stets  negativ. 
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Vergleichen  wir  nun  die  Constanten  4  und  *  nJcksiehtlieh 
Werthe  mit  einander,  so  ist: 


nHAf+Bg  +  C)*' 
A*  B* 


(Af+  Bg  +  0*cos      ~  (Af+  Bg  +  C)*  sin  a>»  ' 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

JP+  B*  m        +  tang  a>«)  +  cot »*) 


oder 


^2  B* 

cos  o*      sin  <ö* 


13) 


ist: 

t,    ^»  B* 

*  (^qFlfo+cpcoa«^^ 

folglich : 

14)   ...    .  =  ^  «der  **  =  n*a* 

Hieraus  erpicht  sich,  dass  für 

*  =  1,  n  <1,  n>l 

respective 

oder  dass  für  die 

Parabel,  Ellipse,  Hyperbel 

respective 

val.  ahs.  ü  =  val.  abs.  E,    val.  abs.  4>  val.  abs. 
val.  abs.  &  <  val.  abs.  £ 

tot. 

Man  kann  der  Polar -Gleichung  11)  oder  12)  noch  eine  ettv&s 
andere  Gestalt  geben,  wodurch  die  Constante  die,  im  Obige», 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  positiv  und  negativ  sein  kann,  stets 
positiv  wird.         -*       —   -  - 

Zu  dem  Ende  «rollen  wir  den  Winkel, 

(f9) 


Scheitel  (Tg')  bin  gehende  Theil  der  Axe  de«  Kegelschnitt«  mit 
dem  positiven  Theiie  der  ersten  eecundfiren  Coordinatenaxe  ein- 
«chliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  von  diesem  positiven  Tbeile 
der  ersten  secundären  Coordinatenaxe  an  durch  den  secundären 
Coordioaten winket  hindurch  von  0  bis  360°  zählen,  durch  5  be- 
zeichnen,  und,  indem  wir  bemerl^n,  dass  nach  IV.  14*) 

nA(Af+Bg  +  C) 
'  (n-f-1)(/*2+^2)  ' 


15) 


,  __  nB{Af+bg+Q 
9  (n-f  l)(i**+£2) 


ist,  ood  die  Entfernung  des  dem  Brennpunkte  (fg)  xnnächst  lie- 
genden Scheitele  (fg')  von  dem  Brennfunkte  (fg)  durch  q  be- 
,  die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden. 


Wenn  der  Scheitel  (fjf)  auf  der  positiven  Seite  der  ersten 
secundären   Coordinatenaxe  liegt,   so  ist   a  =  ö,   und  folglich 
10): 


16)  »  — -(Af+Bg+Qeo**—    W+  Bg  +  C)sinö 

Offenbar  ist  allgemein 

/,'-/,=  pcosö,  ^— 0  =  osinö, 

folglich,  weil  in  diesem  Falle  5  zwischen  0  und  180°  liegt, 
sioö  positiv  ist,  auch  g'—g  eine  positive  Grösse,  woraus 
nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das  Product 

B(Af+Bg  +  C), 

also  auch  der  Quotient 

B 

Af+Bg+C 

negativ,  folglich  nach  16),  weil  sin  3  positiv  ist,  die  Constante 
£  positiv  'ist 

Wenn  der  Scheitel  (fg*)  auf  der  negativen  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinatenaxe  liegt,  so  ist  offenbar  o>  =  c3  —  180°, 
also  co«  »s=  —  cos  5,  sin  a>= — sinu  nnd  folglich  nach  10): 

A  B  

ist  auch  in  diesem  Falle  allgemein 

14 
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■  *\  ..•  f — f=  9 cos<ä  ,    g' —  y  =  psin  ö) , 

und  folglich,  weil  in  diesem  Falle  5  zwischen  180°  und  300° 
Hegt,  also  sin  6  negativ  ist,  auch  y*  —  g  eine  negative  Grosse, 
woraus  sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  Hass  das 
Product 

r 

ß(Af+Bg+C), 

folglich  auch  der  Quotient  .  , 

r  I 

B  j 

"     '  Af+Bg\C  .  . 

positiv,  folglich  nach  16*),  weil  sinö  negativ  ist,  die  Constatire 
J5  negativ  ist.  'i  • 

f 

In  beiden  Fällen  ist  also  offenbar : 

•  •  .. 

A  B>  ■•  i  - 


(Af+Bg+C)cQ*u-'  (Af+Bg+C)*\n6 

eine  positive  Grösse. 

Nun  ist  aber  im  ersten  Falle 

»  •     •  • 

cos  (cd  —  (f)  =  cos  (ö  —  <p) , 
und  im  zweiten  Falle 

%t ,  t ,  i   cos(ö  —  qp)  =  cos(ü)  —  ^-lß00)  =  -cos(ö-<p), 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  in  beiden  Fällen 

.'%•*' 

B  cos  (co-<p)  =  -  M/r  +  ßs  +  C)      ö-  coe (ö -<p) 

_  B 

~  -  (Af+Bg^+CT^Ö  C08 
•  .*  •  "*  i  • 

folglich  in  beiden  Fällen  die  Polar -Gleichung  de«  Kegelschnitt« 
nach  12): 


t  • 


17)  ...  r=r(il  —  i        >       ^  =  cos(ö-g>)}-i 

und  setzen  wir  also:  •  .    .      (  .  .  ,.  t*t  iW . 
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i  n{Af+Bg  +  Vy 

A  B_  . 

{Af\Bg  +  C)cosö        (Af+Bg  +  Osinö' 

Air  die  Parabel ,  fär  die  Ellipse  und  für  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  da«  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jeoach- 
dem  die  Grösse 

Af+Bg+C 

positiv   oder  negativ  ist,    dagegen  für  deu  aweiten  Zweig   der  . 
Hyperbel  das  untere  oder  obere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jeoachdem  die  Grosse 

Af\Bg+C  "  . 

positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  die  Polar- Gleichung  des  Kegel 
Schnitts : 

19)  r=|  Ä  +  »'cos(ö  —  o»)|-*. 

För  die  Parabel,  für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  ist  Ü  positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist 
ü  negativ  ;  dagegen  ist  £'  immer  positiv.  Für  die  Parabel,  Ellipse, 
Hvperbel  ist  rücksichtlich  des  absoluten  Werths  von  ü  respective 

a  =  *\  a>  ü 

Auch  ist  nach  14),  weil  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer 
ist: 

20)  oder  *'«  =  w»JI* 

■  * 

allgemein  für  alle  drei  Kegelschnitte. 


■  ■ 

Gleichungen  der  Kegelschnitte,  al«s  Curven    m  Räume. 

betrach  tet. 


§.  51. 

Wir  können  nun  auch  leicht  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte 
aufstellen,  wenn  man  dieselben  als  beliebig  hn  Räume  liegende 

14* 
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Curven  betrachtet,  welche  Gleichungen  för  manche  Anwendun- 
gen, die  sich  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte 
machen  lassen,  von  Nutzen  sein  können,  nnd  daher  jetzt  noch 
entwickelt  werden  sollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  drei- 
aziges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyz  die  Coordinaten 
des  Brennpunkt*  des  Kegelschnitts  durch  f,  g,  k  und  die  Glei- 
chungen seiner  Directriz  durch 

,}  x—a__y—b__  z-n 

cos«      cosß  cosy 

bezeichnen,  wo  (abc)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  durch  welchen  die 
Directriz  geht,  und  für  dieselbe  a,  ß,  y  ihre  bekannte  Bedeu- 
tung haben. 

Da  nun  der  Kegelschnitt  ganz  in  der  durch  den  Brennpunkt 
und  die  Directriz  bestimmten  Ebene  liegt,  so  müssen  wir  zuerst 
Gleichung  dieser  Ebene  suchen,  welche 

2)  Ax  +  By  -f  C*  +  Z>  =  0 

sein  mag.  Da  in  dieser  Ebene  die  Punkte  (abc)  und  (fgh)  liegen» 
so  ist 

3)  Aa+  Bb  +  Cc  +  Z>  =  0 

und 

4)  Af+  Bg  +  CA  +  />  =  0, 

also 

5)  .    .   .    A(f—  <,)  +  B(g— 6)  +  C(A  — c)  =  0; 
und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist 

6)  .    .    .    A(x~a)  +  B(y-b)  +  C(z— c)=0 
oder 

7)  .    .    .    A(x-f)  +  B(y-g)  +  C(z-h)  =  0. 

Weil  die  Directriz  ganz  in  dieser  Ebene  liegen  muss,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  1)  und  6)  die  Gleichung: 

8)  .    .    .    .    ^cosa-f-  Bcosß  +  Ccosy  =  0, 

und  aus  den  Gleichungen  5)  und  8)  erhält  man,1  wenn  G  einen 
beliebigen  Factor  bezeichnet,  filr  A,  B,  C  die  folgenden  Ausdrucke: 
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A  =  G  l(A  —  c)co*ß  —  (y— 6)cosy|, 
#  =  G[(f— -a)cosy—  (A— c)cosa), 
C  =  G I (y  - 6) cosa  - (/*-  a)  cos/31 ; 
so  da*»s  also  die  gesuchte  Gleichung  unserer  Ebene 

10)  ...      {(A-c)cos0-(o-A)cosy}(;r— a)  \ 

+  \(f—  «)cosy~(A— c)cos«)(y— 6)  J  =0 
+      — b)cosa  —  (f — a)cosß\(z  —  c)  ' 

oder 

11)  ...      \ (A— c)cos/J - ($r— A)cosy| (x— /)  \ 

+  IV—  o)cosy—  (A  — c)cosa|(y— 17)  >  =  0 

+  -A)  COS  O— (/"—«)  C08/J|(X  — A)  ? 

ist. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchscbnittspunkts  des 
von  dem  beliebigen  Punkte  (xyz)  auf  die  Directrix  gefällten  Perpen- 
dikels mit  der  letzteren  durch  11,9,10;  so  werden  zwischen  den 
Coordinaten  x,  y,  2  und  u,  v,  w  Gleichungen  von  folgender  Form 
Statt  finden: 

' COgfl        C08W  cosü' 


13)  .    .    .    cosocosÖ-f  cos/3cos»  +  cosyco8O  =  0 

sein  mos«.    Weil  der  Punkt  (tteto)  in  der  Directrix  liegt,  so  ist 
l): 


u  —  n      c  —  b      to  —  c 
'  J   - cosc      cos/5  cosy* 

An«  den  Gleichungen  12)  und  13)  folgt: 

15)  .  .  (ar—i<)cosa  +  (y— u)co8/3  +  (i  — ir)cosy=:0f 


(ar  —  a)cosa  +  (y  —  ö)cos0  +  (z  -c)  cosy 
=  («  —  o)cos«r-f  (t  —  A)cosß  -f-  (ts— c)co*y, 
and  folglich  nach  14),  weil 

cos«*  f  cos/?*  +  cos y%  =  1 
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ist,  offenbar:  , 

i  m  — a  =  {(ar  — ö)cos«-f  (y-.6)cos/J  +  (z  — c)cosyjcos«, 

16)  <  d  —  6={(ar~a)cosa  +  (v-d)cosj?-f  (2— c)cosy }  cos  £ , 

tt?  — C  =  {(jr—fl)cosa-f-(y  —  b)cosß  -f-(2  — c)  cosyjcos  y  ; 

also  : 

(  * — "  =  (ä -  a)  -  { (x~<i)  cos «-Ky-o)  cos (2 - c)  co«  y  <  co*  a , 

17)  j  y  -v  =(y-6)  —  {(#-*)  cos  a+(y-6)  cos /?+(*--c)  cos  y}  cos  # 

2  —  »  =       <?)  —  {(ar-«)cosa-Ky~A)cos/J+(2-c)cosy}cosy: 
woraus  sich  sogleich 

18)    ...    .  (i-.«)H(3f-p)H(:^)1 
=  (ar-«)H(.V-6)Ä+(x-ff)*  - 1  (*  -  o)  cos  er + ty-  6) cos ß±  (2  - c)  cos  y  ;2 
oder  • 

"  <  1 

10)   ....    (*-ii)»  +  (y  —  t>)« + 

«)«sin«*  f  (y-6)«sin/?H  (2-c)2siny2  -  2  (*— a)  (jy-o)  cos  <*  cos  0 

-2^~*)(i-c)cos/?cos}' 
—  2  (r  —  c)  (  — a)  cos  y  cos  a, 

oder 

(*—«)•  +  (# -r)2  +  (2  -u,)2 
=     (x — a)2  (cos  jS2  +  cos  y2)  —  2  (x  -  «)  (y  -  b)  cos  «  cos  ß 
+     —  o)2  (cos  y2  +  cos  a2)  -  2  (y  -  b)  (z  -  c)  cos  ß  com  y 
+  (*  -  c)2(cos  a2  +  cos  /J2)  -  2  (2  -  c)  (ar  —  a)  cos  y  cos  « , 

als«»,  wie  sogleich  erhellet: 

20)    ...    .    (x—  m)2  +  (y-c)2  +  (2-to)2 

=    {(*—  o)cog0  —  (y-o)cosaJ2 

+  l(y  —  6)cosy  —  (2  —  c)cos/3}2  .» 
4- 1  (2  —  c)  cos«  —  (x  —  «) cosy  I* 
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ergiebt,  durch  welche  Ausdrücke  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
Punktes  (xyz)  von  der  durch  die .  Gleichung  1)  cbarakterisirten 
Directrix  dargestellt  wird. 

Ist  »an  (xyz)  ein  beliebiger  Punkt  des  ganz  in  der  durch  den 
Brennpunkt  und  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegenden  Kegel* 
schnitt«  mit  der  Charakteristik  n,  so  sind  die  (Gleichungen  die^ 
ses  Kegelschnitts  nach  der  in  I.  gegebenen  allgemeinen  Erklärung 
.lieser  Curau: 

2|)  •      .  - 

.« 

KA-c)cos/?  — ig  —  b)cosy\(x— a)  \ 
+  \(f—  «)rosy  —  (h  —  c)  cos«!  (y  —  h)  >  =0,  ' 
HÜT— A)co*«-^(f—  <i)  cos0)(*^c)  /.;, 

;,,,     ,     .   •.  „J   ....  .l(x.-n)cos^-(y,7-ft)co8o|? 

(*-/^*f(y-y)«4i4^A)»^'w»  j  M  ( jr -ft)c«wy M«-«>  cos  (ff"' 

I     .     r  f  '  .f 

>  +  !(«— r)eos«^(or— «Jfeosyi?./ 

Statt  der  ersten  diese*  beiden  Gleichungen  kann  man  auch  ' die 
Gleichung  * 

I (Ä  —  e) cos 0  —  (# — 6)  cos  y  J (a— -/*)  j 
-fW/*— a)cosy  —  (Ä  — c)cos«!(^         >  =  0 
-f  { (g  —  b)  cos  a  —  (f — «)  cos  ß  \  (z  —  h)  ' 
und  statt  der  zweiten  Gleichung  entweder  die  Gleichung 

r 

=n*J  (a:  -  a)H  (.y -  WH -  <?)•-  [(# -  n)cosa+ (y  -  b)cosß+ (r  -  c)cosy  |*} 
oder  die  Gleichung 

- 

=«^(*-a)Vin«H(y-6)*)in0H(<  -ff)Vii7«-2(ar-a)(y-  6)cos«cns0  j 

— -  b)  (t~c)  coaß  cosy  > 
— 2(z-c)(x~ a)cosycosa  ) 

setzen. 

Es  lassen  »ich  hieran  noch  andere  Fragen  knüpfen,  deren 
weitere  Verfolgung  aber  jetzt  nich(  im.  Zwecke  dieser  Abband 
lang  liegt. 
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S  c  h  1  U  8  8. 

Wenn  man  die  Theorie  der  Kegelschnitte  aus  dem  in  dieser 
Abhandlung  fest  gehalteneu  Gesichtspunkte  behandelt,  so  erhält 
dieselbe,  wie  diese  Abhandlung  zu  zeigen  geeignet  sein  wird, 
eine  ganz  neue  Gestalt,  und  man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu 
einer  grossen  Reihe  neuer  merkwürdiger  und  eleganter  Ausdrücke 
für  die  verschiedenen,  bei  den  Kegelschnitten  vorkommenden 
wesentlichen  Elemente ;  auch  wird  mittelst  der  Charakteristik  zwi- 
schen den  drei  Arten  der  Kegelschnitte  unmittelbar  auf  sehr  ein- 
fache Weise  unterschieden,  was  für  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Vorzüglich  erfolgreich  zeigt  sieb  aber 
die  hier  entwickelte  neue  Methode  bei  der  Auflösung  aller  sol- 
chen Aufgaben,  wo  es  auf  die  Bestimmung  von  Kegelschnittes 
ankommt,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  entsprechen 
sollen,  wie  dergleichen  Aufgaben  bekanntlich  besonders  häufitr 
auch  in  der  Astronomie  vorkommen.  Dies  noch  zu  zeigen ,  war  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  nicht  wobl  möglich,  weil  dieselbe  da- 
durch zu  sehr  angewachsen  sein  würde. 
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XIV. 

Schreiben  eines  Ungenannten,  des  Herrn  L.  D.,  an 

den  Herausgeber. 


Gestatten  Sie  einem  Leser  des  Archivs,  Ihnen  für  dasselbe 
einige  Notizen  mitzutheilen,  die  sich  auf  mehrere  in  dem  letzten 
Hefte  *)  der  Zeitschrift  befindliche  A ufaätze  beziehen. 

1.  Zur  Theorie  der  stereographischen  Projektion. 
(Vergl.  den  Aufsatz  von  Herrn  J*rof.  Heia«,  Thl.  XXX.  S.  854.) 

Der  Unterzeichnete  erinnert  sich  eines  sehr  einfachen  Bewei- 
st* des  Satzes,  das«  zwei  sphärische  Curven  sich  unter  demsel- 
ben Winkel  schneidet),  als  ihre  stenographischen  Projectionen ; 
der  Erfinder  des  Beweises  ist  —  wenn  das  Gedächtniss  nicht 
tauscht  —  entweder  der  französische  Mathematiker  Durrande, 
der  in  den  Annalen  von  Gergonne  sehr  benierkenswerthe  Arbei- 
ten geliefert  hat,  oder  der  belgische  Mathematiker  Dandelin. 
Uer  Beweis  stutzte  sich  auf  das  Lemma:  „Die  Winkel,  welche 
i*ei  sich  schneidende .  Kugelkreise  in  ihren  beiden  Durchschnitts- 
pankten  bilden,  sind  einander  gleich."  Der  Beweis  dieses  Hiilfs- 
*atzes  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar  und  soll  übergangen  werden. 

Es  sei  nun  O  der  Ort  des  Auges,  At  die  Projectionsebene, 
•4  die  Tangentialebene  der  Kugel  in  O,  also  A  und  Ax  einander 
parallel,  ferner  /  und  %  zwei  Tangenten  der  Kugel  im  Punkte  Ot. 
Le^t  man  durch  O  und  t  eine  Ebene  (O,  <),  welche  A  in  t,  Ax 
io  t,  trifft,  ferner  durch  O  und  s  eine  Ebene,  welche  A  in  0, 
4  in  at  trifft,  so  sind  r  und  t,  parallel,  ebenso  c  und  o,.  Die 
beiden  Ebenen  (O,  *)»  (0,m)  bestimmen  zwei  Kugelkreise,  die 
nch  in  O  und  Ot  schneiden;  ihre  Tangenten  in  O  sind  x  und  a, 
in  0,  die  Linien  t  und  s,  also  ist  nach  dem  HOlfssatze  der,  Win- 
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kel  (t ,  s)  gleich  dem  Winkel  (t,  er),  oder  dem  Winkel  (tj.ö,), 
dessen  «Schenkel  denen  des  Winkels  (r,  o)  parallel  sind.  Hier- 
mit ist  der  Satz  erwiesen,  da  tlf  <sx  die  stereographischen  Pro- 
jectionen  von  t  und  *  sind. 

Wie  Schreiber  dieser  Zeilen  sieb  erinnert,  waren  dem  Be- 
weise einige  interessante  Folgerungen  beigefügt,  die  noch  erwähnt 
werden  sollen. 

Projicirt  man  einen  Kugelkreis  C,  die  Kanten  des  Kegels, 
welcher  der  Kugel  längs  C  umschrieben  ist,  und  endlich  die  Spitze 
dieses  Kegels  y  stereographisch,  so  wird  die  Projection  von  C 
zuvörderst  ein  Kegelschnitt  (\ ;  da  die  Tangenten  von  C  mit  den 
Kegelkanten  rechte  Winkel  bilden,  so  projiciren  sich,  nach  dem 
eben  erwiesenen  Satze,  diese  letzteren  als  die  Normalen  von  Q, 
und  da  diese  Normalen  sämmtlich  durch  einen  Punkt  geben,  die 
Projection  von  y,  so  muss  der  Kegelschnitt  C\  ein  Kreis  sein« 
Diess  Resultat  lässt  sich  nun  freilich  auch  auf  andere  elementare 
Weise  ableiten ,  dagegen  enthält  der  hier  gewählte  Gang  zugleich 
den  einfachen  ßeweisdes  schönen  von  Chasles  gefundenen  Satzes: 

Ist  C  ein  Kugelkreis,  y  Hie  Spitze  des  der  Kugel  längs 
C  umschriebenen  Kegels  und  l\  die  stenographische 
Projection  von  C,  so  ist  die  stereographische  Projeetio» 
voo  y  der  Mittelpunkt  des  Kreises  l\. 

.» 

Andere  Beweise  des  von  Herrn  Prof.  Hoiss  behandelten  Satzes 
linden  sich  in  Hachette:  „Corres pondance  sur  l'ecole 
polytechnique." 

,  ,         ,      ■        i  •  i 

2.    Zur  Theorie  des  Kr  um  mungskreises.  .-■ 

(Vergl.  den  Aiif«Htz  des  Herrn  II  v  ra  u  «gel)  er  * .  Tbl.  XXX.  S.  296.) 

Der  Herr  Herausgeber  wird  gewiss  durch  die  Verbreifung 
des  Lamarle* sehen  Aufsatzes  sich  den  Dank  der  Leser  des 
Archivs  verdienen.  Es  möge  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dass  die  Bestimmung  der  Krümmungsradien  ebener  Kurven  in 
neuester  Zeit  öfters  der  Gegenstand  interessanter  Untersuchungen 
gewesen  ist.  (Man  vergl.  z.B.  erneu  Aufsatz  von  Chasles  in 
LTouvMIe  Tom.  X.).  Was  aber  speciell  den  voin  Herrn  Her- 
ausgeber bewiesenen  Satz  über  den  ffrummungskreis  der  Kegel- 
schnitte anbetrifft,  so  ist  derselbe  nicht  heu;  Schreiber  dieser 
Zeilen  vermuthet,  dass  er  schon  in  den  geometrischen  Schriften 
aus  dem  vorigen  Jahrhunderte  vorkommt.  Ohne  literarische  HfihV 
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mittel  sieht  er  sieb  fu>  den  Augenblick  gentfthigt,  auf  keia  älte- 
re« Werk  zurückzugehen,  als  auf  Schellbach'a  Kegel- 
schnitte"  (Berlin  1843)»  wo  die  in  Rede  stehende  Conatrtiction 
Seite  82.  §.  100.  erwähnt  und  bewiesen  Ist*  '  * 

A  .  i 
i     f     .  '  '  '»*•..*» 

I 

-     *  .  *  I 

3.    Fermat'scher  Satz. 
(Veryl  Archiv  Tbl.  XXX.  8.  357.) 

Der  an  der  eben  erwähnten  Stelle  gegebene  Beweis  des 
Fermat'schen  Satzes  ist  nicht  von  Cauchy,  sondern  von  Culer 
(Comro.  Acad.  Petrop.  T.  VIII.).  Gauss  resümirt  ihn  folgen- 
dermaassen  (Oisquis.  arithm.  pag.  46.): 

lonititur  ista  (sc.  demonstratio)  evolutioni  potestatis  (o-f  1)P, 
übt  ex  coeflicienfium  forma  facillime  deducitur  (a  +  1)P —  aP  —  1 
semper  per  p  fore  divisibilem  *),  adeoque  (a  ~\  l)P — (a  -f- 1)  per  p 
divisibilem  fore,  quando  nP — a  per  p  sit  divisibih's.  Jam  quia 
If  —  1  Semper  per  p  divjsibilis  est,  etiara  2p — 2  Semper  erit,  bino 
etiara  3p  —  3  etc.  generaliterque  nV  —  a.  Quodsi  itaque  p  ipsum 
a  non  metitur,  etiam  aP-1-— 1  per  p  divisibilis  erit.  Haec  auflß- 
cient  ad  methodi  indolem  declarandam.  .' 

Indem  ich  Sie  ersuche,  obigen  Mittheilunuen  einen  Platz  im 
Archive  gewähren  zu  wollen,  unterzeichne  ich  mich  ergebenst. 

Im  Mai  1858.  L.  D., 

ein  Leser  des  Archivs. 


Nachschrift  des  Herausgebers 

Indern  ich  Herrn  L.  D.  recht  sehr  f0r  die  obigen  Mittheltun- 
een  danke ,  bemerke  ich  Folgendes : 

Ad  1.  Beweise  des  fraglichen  Satzes  giebt  es  mehrere,  und 
ich  konnte  in  dieser  Beziehung  auf  eine  Menge  von  Schriften  ver- 
weisen. Erinnern  will  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nur,  —  damit 
die  verdienstliche  Schrift  nie  in  Vergessenheit  komme,  —  an  die 
sehr  schone  „Geometrische  Entwickclung  der  Eigen- 
schaften der  stenographischen  Projection  von  Georg 
Simon  KIfigel.  Halle  1788".  worin  sich  auch  das  Historische 
in  ziemlicher  Vollständigkeit  findet.    Ausserdem  ist  es  mir  wohl 

4  •      -  ,  ■ 

1        •■  •         ii  >' ' 

TP  bedeutet  eine  Primzahl,  die  in  a  nicht  aufgeht.    B«  ist  hier 
nieftt  die  Absicht,  \die  von  Gaus«  gegebene  iHodifirattOn  des  Bfwelffet ' 
'«lüttekt  des  polvnemischen  Satzes  nn.fähflirh  anzoff*1icn.  ' 

t 
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erlaubt,  auf  meioe  eigene  io  den  Astronomischen  Nacbrich- 
ten.  Band  XL»  (1866).  No.  956.  S.  297.  erschienene  Abhandlung: 
„Ueber  die  stenographische  Projectien  eines  Ellip- 
soids, von  Prof.  Dr.  Granert  in  Greifswald''  bei  dieser 
Gelegenheit  iu  verweisen,  in  welcher  ich  bewiesen  habe,  dass 
die  Eigenschaft  der  stereographischen  Projection,  dass  die  Pro» 
jectiooen  aller  ebenen  Schnitte  der  Kugelfläche,  wie  die  Schnitte 
selbst,  Kreise  sind,  auch  fär  das  Rotations -Ellipsoid  gilt,  weoo 
man  das  Auge  in  den  einen  Endpunkt  der  Drebungsaxe  versetxt 
und  die  Projections  -  Ebene  im  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  senk- 
recht gegen  die  Drebungsaxe  errichtet  Ausserdem  habe  ich  aber 
in  dieser  Abhandlung  auch  einen  neuen,  nach  meiner  Meinung  sehr 
merkwürdigen  Ausdruck  fär  den  Cosinus  des  Winkels  gegeben ,  unter 
«reichem  die  Projectionen  zweier  einem  und  demselben  Punkte 
der  Oberfläche  des  Ellipsoids  entsprechenden  Berührenden  des« 
selben  gegen  eiuander  geneigt  sind,  woraus  der  bekannte  ent 
sprechende  Satz  für  die  Kugel  auf  der  Stelle  folgt,  wenn  mao 
die  Excentricität  des  Ellipsoids  verschwinden  l&sst. 

Ad  2.   Für  'diese  Mittheilung  danke  ich  Herrn  L.  D.  ganz 
besonders,  indem  es  mir  nur  zu  ganz  besonderer  Freude  gerei- 
chen kann ,  wenn  auf  diese  Weise  das  wohl  begründete  Anrecht 
eines  so  verdienten  und  scharfsinnigen  Mathematikers,  wie  Herr 
Professor  Schellbach  in  Berlin  ist,  auf  die  fragliche  Construc 
tion  des  Krümmungshalbmessers  der  Kegelschnitte  gewahrt  und 
gesichert  wird.    Da  mir  das  in  2.  angeführte  Lehrbuch  der  Kegel- 
schnitte leider  ganz  unbekannt  geblieben  ist,  so  habe  ich  diese 
schone  Construction  zuerst  aus  der,  natürlich  nicht  bloss  wegen 
dieser  Construction,  sondern  vorzüglich  wegen  ihrer  anderen  all« 
gemeinen  Betrachtungen  und  neuen  Gesichtspunkte  sehr  bemer- 
kenswerthen  Abhandlung  Herrn  Lamarle's  in  Brüssel  kennen 
gelernt,  und  dieselbe  in  dem  Aufsatz  Thl.  XXX.  S.  296.  auf  eigen- 
tümliche Weise  analytisch  zu  entwickeln  und  dadurch  zugleich 
auch  eine  Reihe  anderer  bemerkenswerter  analytischer  Ausdrücke 
zu  gewinnen  gesucht.    Herrn  Lamarle's  Verdienst  liegt,  was 
ich  nochmals  erinnere,  keineswegs  in  der  fraglichen  Construction, 
sondern  in  seiner  neuen  allgemeinen  Betrachtungsweise  der  Cur- 
ven,  die  man  aus  seinen  in  meiner  Abhandlung  angeführten  Auf- 
sätzen mit  Vergnügen  näher  kennen  lernen  wird,  wozu  ich  schon 
a.a.O.  aufgefordert  habe.    Die  von  Herrn  Lamarle  gegebene 
Construction  stimmt  in  der  That  im  Wesentlichen  auch  mit  der 
von  Herrn  Brix  im  Archiv  Thl.  IX.  Nr.  XXXI.  S.  316.  gegebenen 
Construction  überein.   Ich  bemerke  aber  nochmals,  dass  in  dem 
Aufsatze  Tbl.  XXX.  Nr.  XXXII.  es  vorzüglich  auch  um  die 
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an  den  Beravsgeber. 

Gongen  dort  ml  tgeth  ei  Iten  eleganten  Formeln  und 
Sfitie  za  tbun  war,  keineswegs  bloss  um  die  Construction, 
welche  dem  Aufsätze  zur  Ueberschrift  gedient  hat.  Freilich  wird 
man  diese  Construction  nicht  nach  Herrn  Lamarle  benennen 
dürfen;  denn  der  Erfinder  ist  gewiss  ein  schon  ziemlich  alter. 

Ad  3.  Herr  L.  D.  hat  ganz  recht,  dass  der  betreffende  Be- 
neis des  Fermat'schen  Satzes  ursprünglich  von  Enler  herrührt; 
und  einen  ähnlichen  Beweis  bat  auch  Lambert  in  den  Actis 
erodit.  1769.  p.  109.  gegeben.  Cauchy  hat  dies  a.a.O.  nicht 
bemerkt,  and  mir  war  die  Bemerkung  von  Gauss  entfallen,  als 
ich  die  fragliche  Notiz  för  das  Archiv  niederschrieb,  um  diesen 
Beireis  flür  den  Elementar- Unterricht  zu  empfehlen.  Der  Beweis, 
welchen  Legendre  in  der  Theorie  des  nombres.  Seconde 
edition.  Paris.  1803.  p.  166.  giebt,  ist  eigentlich  auch  ganz 
derselbe;  er  verweist  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 
Euler  in  den  Nov.  Comm.  Petrop  T.  I.  Die  Form,  unter 
welcher  ich  den  Beweis  nach  Cauchy  mitgetbeilt  habe,  scheint 
mir  aber  ganz  besonders  elementar  zusein  und  sich  vorzüglich 
für  den  Elementar- Unterricht  zu  eignen.  Aus  einer  gemeinschaft- 
lichen Quelle  habe  ich  selbst  auf  cigenthüm liehe  Weise  den  Sata 
von  Fermat  und  daa  Theorem  von  Wilson  abgeleitet  in  einer 
n  Crelle'a  Journal.  Thl.  VIII.  sich  findenden  Abhandlung. 

G. 
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Erweiterung  eines  Satzes  des  Herrn  Prof.  Grunert 


(Archiv  XXII.  pag.  351.). 


Von 

%      Herrn  Julius  Toeplitz, 
Lehrer  der  Mathematik  nnd  Naturwissenschaft  am  Gymnasium  tn  Lissa 


Herr  Pref.  Grunert  hat  an  der  angeführten  Stelle  folgenden 
Satz  bewiesen : 

„Wenn  36 — a*>0,  so  bat  die  kubische  Gleichung 
x*  +  ax2-\bx  +  c  =  0  eine  reelle  und  zwei  imagi- 
näre Wurzeln." 

Dieser  Satz  ist  einer  Ausdehnung  auf  Gleichungen  aller  Grade 
fähig. 

Es  sei  nämlich  eine  Gleich««*  «ten  Grades : 

* 

X  =  x«  +  o.r— 1  +  kr"-*  +  c:r«-3  + . . . .  f  kx  +  /  =  0 

gegeben,  so  bildet  man  nach  dem  Sturm 'sehen  Satze  erst  die 
abgeleitete  Funktion 

Xx  =  nx*~l  -f  (n  —  1 )  a x*~*  +  (n  -  2)  b x»~* 

* 

alsdann  dividirt  man  Ä  durch  Xx  (wobei  man  zur  Vermeidung  der 
Brüche  X  mit  einem  passenden  positiven  Faktor  multipliciren 
kann);  den  Rest,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  nennt 
man  Xti  dividirt  dann  Xt  durch  X%>  und  nennt  den  wieder  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommenen  Rest  A3.  So  fährt  man 
fort»  bis  man  endlich  zu  einem  Reste  Xn  kommt,  der  kein  x  mehr 
enthält.  Zu  unserem  Zwecke  braueben  wir  bloss  die  erste  Divi- 
sion auszuführen,  wobei  wir  zur  Vermeidung  der  Brüche  X  mit 
1*  multipliciren;  wir  erhalten  dann  folgendes  Schema: 
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,(l7JKM9t  man  4e«  liest ipitumgekebrtem  Zeiche»,  so  kommt: 

Aa  =  |(w~l)a«->0}^-»f .... 

l  MW^fr  VW>*»o,aju£  «UeCUMer  4er  höchsten  Dimension?  be- 
schränken, haben  wir : 
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X9z=A9aP—*  +  ....t  XA=A4xn~^  -f        ii.  s.  w. 

Xn-%  =  ^n-i  **+....,     A«_i  =  i4»_i  X-\-B,    Xn  =  il«. 

Nach  dem  St  arm 'sehen  Satze  substituirt  man  in  den  n  +  1 

Funktionen  X,  Xlt  Xt  ,  Xn  für  x  zuerst  —od  und  dann  400; 

wie  viele  Zeichenwechsel  die  zweite  Substitution  weniger  giebt, 
als  die  erste,  so  viele  reelle  Wurzeln  hat  die  Gleichung  JT=0. 

Es  sei  nun  (n  — J)o* — 2n6<0,  d.h.  negativ,  so  erhalten 
wir  für  die  Reihe  der  Zeichen  bei  den  obigen  Substitutionen  fol- 
gendes von  selbst  verständliche  Schema: 

1)   Für  ein  ungerades  it. 
X,  X\>  Xq,   X},  A4,...., 

(1)  X  = —  X      —      -f        "f       At,  — A4,  An-**  — Am— 1,  An 

(2)  ar=  +  oo    -f    -f     -     A%>     A4,       An-*,     A»-i,  An 


(1)  a*=— 00 

(2)  *=  +  x 


X, 

+ 


2)  Für  ein  gerades  n. 

X\f     Aj,       X^t       A4  An— 3  ,       Xn—l,  An 

—»  — *     "—"A^f  -{-^4,  .... ,        S,  —  An — 1 ,  An 

+       7~"         Aif       A4, An*-%9       An—l,  An 


Vergleichen  wir  nun  die  Zeicbenreihe  (I)  mit  (2),  so  zeigen 
sowohl  bei  geradem,  als  bei  ungeradem  n  die  ersten  drei  Funk- 
tionen X,  Xx  und  X%  in  beiden  Zeichenreihen  einen  Zeichen* 
Wechsel.  Wenn  also  bei  dem  Uebergange  von  x= —  od  zu  ar=+<x 
irgend  welche  Zeichenwechsel  verloren  gehen  sollen,  so  kann  dies 
bloss  in  den  Funktionen  Aa,  Afj,  A4,  A*— 1,  Xn  geschehen. 
Unter  den  n  —  1  Funktionen  X% ,  X% Xn  können  aber  über- 
haupt höchstens  n  —  2  Zeichenwechsel  vorkommen  und  verloren 
gehen.  Folglich  kann  die  Reihe  (2)  höchstens  n — 2  Zeicbenwech- 
sei  weniger  zeigen,  als  die  Reihe  (1).  Folglich  kann  die  Glei- 
chung Af=0  höchstens  n  —  2  reelle  Wurzeln  haben;  sie muss  also 
wenigsten»  ein  Paar  imaginäre  Wurzeln  haben. 

Unser  allgemeiner  Satz  lautet  daher : 

„Wenn  (»— J)aa— 2«o  <0  ist,  so  hat  die  Gleichung 
x*  +  ax*-1  +  bx*~%  +  cx—9 + . ... -f  kx + /=0  wenigstem 
zwei  imaginire  Wurzeln." 

Für  n  =  3  erhÄlt  man  den  Satz  des  Herrn  Professor  Gm nert. 


Digitized  by  Google 


Dien§er:  Ceb.  dteßrmUteL  des  xahrtcheinl.  Fehi.bei  Längcmness  225 


XVI. 

Ueber  die  Ermittelung  des  wahrscheinlichen  Fehlers 

bei  Längenmessiingen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

am  Polytechnikum  in  Carls  rohe. 


In  der  jungst  erschienenen  Schrift:  „Ausgleichung  der 
Fehler  poly  gonometrischer  Messungen"  giebt  Vorlän- 
der die  folgende  Regel  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  bei  Läogenmessungen  an,  wobei  er  voraussetzt,  dass  bei 
einem  Polygon  von  n  Seiten  jede  Seite  doppelt  gemessen  worden: 

Die  Vergleichung  jeder  solchen  Doppelmessung  ergiebt 
dem  Georoeter  ein,  der  betreffenden  Seitenlänge  zugehö- 
riges Fehlermaass.  Theilt  er  diese  Differenz  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Seitenmessung  mit  der  Länge 
der  Linie,  sommirt  er  alle  solche  Quotienten,  theilt  die 
Summe  durch  die  Anzahl  derselben  und  multiplicirt  die 
(den?)  Quotienten  mit  047694,  so  erhält  er  Iiireine  hin- 
reichend grosse  Anzahl  von  Polygonseiten  einen  auf  die 
Einheit  des  gebrauchten  Längenmaasses  sich  beziehen- 
den und  für  sein  Aus^leichungsgeschäft  brauchbaren 
Werth  des  wahrscheinlichen  Einbeitsfehlers  seiner  Län- 
genmessungen. 

1  Diese  Regel  seheint  mir  falsch  zu  sein,  wie  aus  der  nach- 
folgenden Darstellung  hervorgehen  wird ,  bei  der  ich  je  auf  meine 
„Ausgleichung  der  Beobachtung«  -  Fehler  *'  (Braun- 
schweig 1857),  beziehungsweise  auch  auf  meine  betreffende.^ 
handluog  in  Tbl.  XVIII.  S.  149.  des  Archivs  verweise 
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Sei  X  die  Länge  der  Messruthe  oder  Messkette,  mit  der  alle 
Polygonseiten  gemessen  wurden;  r  der  wahrscheinliche^  Fehler 
bei  einer  einzelnen  Anlegung  derselben;  xlt  x*, xn  die  (gan- 
zen) Zahlen,  die  anzeigen,  wie  viele  Male  die  Messruthe  anzu- 
legen wäre,  um  die  erste,  zweite,  »te  Polygonseite  zu  mes- 
sen, so  dass  also  xxX,  x*X  ,xnX  die  wahren  Langen  derselben 

sind.  Alsdann  sind  die  wahrscheinlichen  Fehler,  die  man  bei 
einer  Messung  begeht  {Seite  48.) : 

rS{*£=rVXl,  r^~*£  =  rVxt  ,r^~*  =  rv*.. 

Ist  demnach  1  das  Gewicht  einer  einmaligen  Anlegung  (Messung 
™»  *);  €i*  9i>—->9«  die  Gewichte  der  Messungen  der  n  Poly 
gon eeiten,  so  hat  man  (S.  23.): 

1     l       1         .  1 

(I) 

1  l  1 

=  -..... ,*.==-. 

Seien  nun  ferner  (])t ,  (I)^  die  beiden  durch  Messung  gefundenen 
Längen  der  ersten  Polygonseite,  natürlich  in  derselben  Maass- 
einheit ausgedruckt,  in  der  X  gegeben  ist ;  (2)t ,  (2)Ä  die  analogen 
Werthe  für  die  zweite  Seite;  ....;(n)i,  (ti)»  die  für  die  «te,  «o 
bat  man  (S.  19.) : 

}  — »  }  —   }  — ;  (2) 

■ 

wo  die  zugeschriebene  Zahl  —  »  ....»  -M  je  da»  Gewicht 

der  betreffenden  Gleichung  ausdrückt.  Daraus  folgen  als  wahr- 
scheinlichste Werthe  von  xxXt  xji, xnX  (S.  22.): 

^Üil+ilL*.   ^=Wl+^,..)(3) 

« 

Die  Gesammtzahl  der  Gleichungen  (2)  ist  2»,  während  n  Unbe- 
kannte zu  ermitteln  sind,  zwischen  denen  wir  keinerlei  Bedingung? 
gleichung  besteben  lassen.  Daraus  folgt  (S.  68.)  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  der  Gewichtseinheit: 


•)  Man  hat  dabei  zu  beachten,  dmt  bei  «er  DUferentiatiofl  «• 
Gewicht«  all  unveränderlich  müssen  angesehen  werde*. 
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Dass  r  in  derselben  Maassetnheit  erhalfen  wird,  in  der  I,  d,  l 
gegeben  sind,  versteht  »ich  bei  der  Formel  (4)  von  selbst,  wäh- 
rend die  Regel  von  Vorländer  nor  absolute  Zahlen  liefert,  also 
schon  desshalb  zu  beanstanden  ist.  Wir  ersehen  übrigens ,  dass 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Werth  von  r  im  Verhält- 
nisse von  VA  wachst,  was  besonders  auszusprechen  hier  unter- 
bleiben kann. 

Bei  einer  Gesamrotausgleichung  eines  Polygons  kommen  Win- 
kel- und  Seitenkorrektionen  vor,  und  das  verhältnissmäasigs  Ge- 
wicht ermisst  sich  aus  den  wahrscheinlichen  Fehlern  in  der  be- 
kannten Weise  (vergL  etwa  S.  1  II.)-  Dass  man  hierbei  das  Gewicht 
für  alle  Seiteiikorrekiloncn  im  Allgemeinen  nicht  als  dasselbe  be- 
trachten darf,  ist  aus  dem  Obigen  klar,  so  dass  also  das  eben 
angerührte  Beispiel  meiner  Schrift  hierin  nicht  maassgebend  sein 
kann.    Fflr  jetzt  mag  aber  das  hier  Gesagte  genügen. 


XVII. 

4  * 

Aufgaben  und  Sätze  über  geometrische  Oerter  für 
Punkte,  deren  Summe  der  Entfernungen  von  gegebe- 
nen geraden  Linien  oder  gegebenen  Ebenen  eine  con- 

w        \  *  « 

staute  ist 

■ 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

in  Münster* 


1.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  zu 
construiren,  fflr  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  einerCoo- 
stanten  p  gleich  Ist 

m 
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Auflösung.  Mao  suche  auf  deo  Schenkeln  des  gegebenen 
Winkels  ABC  (Taf. I Y\  Fig. 9.)  zwei  Punkte,  x  und  y,  so  dass 
die  Perpendikel  xD  und  yE  auf  BC  und  BA  beide  =p  werden. 
Die  durch  x  und  y  gelegte  Gerade  wird  die  verlangte  sein. 
Deno  fallt  man  von  einem  beliebigen  Punkte,  O,  der  xy  auf  Bx 
□od  By  die  Senkrechten  h*  und  und  verbindet  O  mit  H,  so 
)ti1\Bxy  =  h'.Bx  +  h".ßy=z(h'  +  h").Bx,  da  Bx=zBy,  Eis 
Ut  aber  auch  2Jßxy=  Bx.p,  folglich 

feaatz.  Fällt  eines  der  Perpendikel  h'  oder  h"  auf  die  ent- 
gegengesetzten Seiten  des  Schenkels,  liegt  also  der  Punkt  O 
außerhalb  der  begrenzten  xy,  so  ist  statt  der  Summe  h'  +  hn 
die  Differenz  A"— A'  oder  k'—h"  zu  setzen,  wie  sich  leicht  he- 
weisen  läset. 

► 

1  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Puukte 
xu  snchen,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
roo  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  einer  Constanten 
P  gleich  ist« 

Auflosung.  Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  10.)  das  gegebene 
Dreieck.  Man  suche  auf  jeder  der  Seiten  AB  und  AC  die  Punkte 
Dnnd  G  so  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  der  Entfernungen 
dieser  Punkte  von  den  beiden  anderen  Seiten  =p  ist,  verbinde 
0  mit  C;  alsdann  wird  DG  die  verlangte  Linie  sein. 

Beweis.  Es  sei  O  ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  DG. 
Fällt  man  von  O  auf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  die  Perpendi- 
kel OK,  OM,  OL  und  von  den  Punkten  D  und  G  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  die  Perpendikel  DE,  DF,  GH,  GT,  zieht  ferner 
durch  D  mit  BC  eine  Parallele  DU,  welche  OL  und  GT  in  R 
wd  J  trifft,  ferner  durch  O  mit  AC  eine  Parallele,  welche  ££/ 
in  P,  DF  in  Q  und  DA  in  /V  trifft,  so  ist 

DF+DE=GH+GTt 

DF=GH+GJ. 

Wegen  Aefanlichkeit  der  Dreiecke  /WV/*  und  DA  U,  in  welchen 
0  und  6'  ähnlich  liegende  Punkte  sind,  ist  jener  letzten  Gleich- 
et entsprechend  in  dem  Dreiecke  DNPi  > 

DQ=OK+ORy  % 

abo  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  QF  -f  DE—  OM  \BL 
bioz  wetzt; 
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DF-f  DE=OK+  OL+ÖM. 
Da  aber  DF+DE  =  p,  so  iat:  .    ,  v;  , 

OK+OL+OM=p.     1  !'   '•     '     -  ' 

Zusatz.  Leicht  laset  sich  erkennen*  wie  die  Summe  der 
dfei  Perpendikel  sich  umändert,  wenn  der  ;Puiikt  O  4er  Linie /)£ 
ausserhalb  des  Dreieckes  Hegt.  /  «  t* 

2.  Zusatz.  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  geometrische 
Ort  aller  Punkte  finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 

Ton  den  Vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  eine  constadte  ist 

•  ■  .....       ■»  '     •  - 

3.  Aufgabe.  Den  geometrischem  Ort  aller  Paukte 
zu  finden,  für  welche  die  Summe  >di»r  Entfernungen  von 
den  drei  Seiten  einer  körperlichen  Ecke  einer  Con 

stanteo  »  gleich  ist 

r  i< "t*l    .»»..,. I  . 

Auflösung.  Es  sei  5  (Taf,  IV.  FJg.'II.)  die  gegebene  k«r. 
perliche  Ecke.  Man  suche  auf  den  drei  Kanten  SP,  SQ,  SR 
derselben  die  drei  Punkte  A9  B,  C  so  zu  bestimme«,  das«  die 
Perpendikel  von  denselben  auf  {lie  gegenüberstehenden  Seiten 
der  Korperecke  einzeln  —  p  werden.  Die  durch  A,  B ,  €  gelpgte 
Ebene  ist  der  verlangte  geometrische  Ort. 

Bewein.  Heissen  die  den  Ecken  A,  B,  C  uWTeiraeders 
SABC  gegenüberstehenden  Seitenflächen  *,  /?,  y,  so  ist  der  In- 
halt des  Tetraeders  SA/W  gleich    .     , . 

folglich:    '  [       5l  "        1  * 

Meissen  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O  der  Ebene  ABCwi 
die  Seiten  c,  ß,  y  des  Tetraeders  gefällten  Perpendikel  h' ,  h" ,  Jf, 
so  ist  der  Inhalt  des  Tetraeders: 

lh\a  +  lhrß+lh».y=la(h'  +  h"  +  h!")=\a.p, 

folglich  h'  +  h"  +  hm=p. 

Zusatz.  Nimmt  man  <len  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
des  Dreiecks,  so  wird  je  nach  der  Lage  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Ebene  die  Summe  A' +  sich  in  A*  +  -  V  oder 
A'  —  A*— hm  u.s.  w.  verwandeln. 

4.  Aufgabe.  Auf  der  Seitenkante  SA  <Taf; IV; ftg. Ii) 
eines  beliebigen  Tetraeders  SABC  einen  Punkt  X  i« 
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finden,  00  dass  die  Summe  der  Abstände  dieses  Paste- 
te« fon  den  gegenüberstehendes  Seitenflächen  SBC 
und  ABC  einer  gegebenen  geraden  Linie  p  gleich  Wierde, 

Auflösung.  Bestimmt  man  auf  den  drei  Kanten  BA,  BS, 
U  C  der  an  die  Grundfläche  stossenden  körperlichen  Ecke  B  die 
drei  Punkte  ßf,  N,  O  so,  dass  die  Perpendikel  von  denselben 
auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflächen  der  Ecke  der  gegebe- 
nen Linie  p  gleich  werden,  so  wird  die  durch  MNO  gelegte 
Ebene  die  Linie  SA  in  einem  Punkte  X  treffen,  der  nach  dem 
vorigen  Satze  die  verlangte  Eigenschaft  bat.  Diesen  Durchschnitts- 
paukt  wird  man  aber  am  einfachsten  durch  Verbindung  des  Punk- 
tes ;V  mit  N  erhalten,  wobei  also  O  überflüssig  ist. 

Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  zu 
finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen  von 
den  vier  Seiten  eines  Tetraeders  SDGL  (Taf. I V. Fig.  13. 
und  Fig.  14.)  einer  gegebenen  Linie  p  gleich  wird. 

* 

Auflösung.  Man  suche  auf  den  Seitenkanten  SD,  SG,  SL 
der  gegebenen  Pyramide  drei  Punkte  g,  M,  2V,  so  dass  die  Summe 
der  Perpendikel  von  jedem  dieser  Punkte  auf  die  gegenüberste* 
henden  Seitenflächen  des  Tetraeders  SQGL  =  p  werde.  Legt 
man  nun  durch  g,  N  eine  Ebene  Mgl$>  so  ist  dieselbe  die, 
▼erlangte. 

Beweis.  Es  mögen  der  Abkürzung  wegen  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  m  auf  die  den  Ecken  S,  D,  G,  L  gegenüber- 
stehenden Seitenflächen  gefüllten  Perpendikel  bezüglich  mit  mZ, 
mA,  mTund  m\ bezeichnet  werden.  —  Durch  den  Ponkt  g  sei 
eine  Ebene  dgl  parallel  der  Grundebene  DGL  gelegt,  und  der 
Abstand  eines  beliebigen  Punktes  m  von  dieser  Ebene  sei  mit 
r/10  bezeichnet. 

Bei  dein  Beweise  sind  zwei  Falle  in  Bezug  auf  die  .Lage  der 
Pankte  in  der  Ebene  MNg  zu  unterscheiden.   Der  Punkt  m  liegt 
aof  dem  Umfange  des  Dreiecks  MNg  oder  nicht.   Es  möge  (Taf.  IV. 
Fig.  13.)  m  auf  der  Linie  Mg  liegen.   Es  ist  also  nach  der  ein 
geführten  Bezeichnungsweise  darzuthun,  dass 


mS  -J-  mä  +mjT=  p 

sei  (mA=Q).   Nach  der  Voraussetzung  ist: 

g2  +  gr=:ME  +  MA=zp. 
Seht  man  g£  ab,  so  wird: 

oT=  M*  +  MA. 


(l) 
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Man  lege  durch  m  eine  Ebene  msn  \\  MSN,  alsdann  entsteht 
eine  Pyramide  gmsn  der  gMSN  ahn  lieh,  and  för  beide  Pyrami- 
den ist  die  Ebene  gdl  eine  Ähnlich  liegende.  Es  haben  somit  die 
Punkte  g,  m,  *,  n  in  Bezug  auf  ihre  Entfernungen  von  den  Ge- 
genflächen des  Tetraeders  und  der  Ebene  gdl  dieselben  Eigen- 
schaften, wie  die  correspondirenden  Punkte  G,  M,  S,  N  in  Be- 
zug auf  ihre  Gegenflächen  und  dieselbe  Ebene  gdl.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  des  Punktes  g  von  der  Ebene  $mn  mit  gy9  so 
wird  also  entsprechend  (2): 

gy  =  ma  +  mA,  (3) 

Setzt  man  mT  hinzu,  so  ist: 

ror+oy,  d.  i.  gr=zmo  +  mA  +  n\T.  (4) 

Setzt  man  nun  gZ  hinzu  und  berücksichtigt,  dass 

* 

ma  +  gZ  =  mZ, 

so  ist: 

gr+g£z=m2  +  mJ+mr.  (5) 

Da  aber  gT -f  gZ=p  ist,  so  hat  also  der  Punkt  m  der  Linie 
gM  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  desselben 
von  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  =  p  ist.  Da  mA=zQ  ist, 
so  ist  also: 

mS  -f  mr-|-  mA  -f-  mA  =  p.  (6) 

Es  liege  zweitens  der  Punkt  n  der  Ebene  MgN  innerhalb  de* 
Dreiecks  MgN  (Taf.IV.  Fig.  14.)  Man  verbinde  N  mit  n,  verlän 
gere  Nn  bis  zum  Durchschnitte  m  mit  gM\  ziehe  ne  \  \  Ng, 
nb  ||  NM  und  vollende  Aber  neb  das  dem  Tetraeder  SMNg  ähn- 
liche Tetraeder  abne,  endlich  ziehe  man  noch  durch  e  mit  dgi 
die  parallele  Ebene  hei.  Man  bezeichne  die  aus  a,  6,  w  auf  die 
Ebene  hei  gefällten  Perpendikel  mit  aa,  bet,  na,  die  von  6,  n  und 
e  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Tetraeder  aben  gefällten 
Perpendikel  mit  6/3,  nv,  ei.    Es  ist  nun : 

m2+mA  +  mr=:gZ+gr—N2  +  NA.  (7) 

Zieht  man  gZ  v\>n  beiden  Seiten  ab,  so  wird,  da  mZ  —  gZ  =  mc: 

mo  +  mA  +  mr=N6  +  NA.  (8) 

■ 

m 

Da  die  beiden  Tetraeder  aben  und  SMNg  ähnlich  sind  und  der 
Punkt  m  für  beide  ein  ähnlich  liegender  Punkt  ist,  so  muss  (8) 
entsprechend  auch: 
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ma  +  mß  +  mtz=ntt-\-nA  W 
sein    Setzt  man  zu  beiden  Seiten  eZ  hinzu,  so  musg,  da 

ma  +  e£=zm2,   n«  +  e£  =  n£ 

ist: 

m2  +mß  +  mt  =  n£  +  nA  (10) 

sein.  Setzt  mao  ferner  e4  —  nJ  beiderseits  hinzu  and  berück- 
sichtigt,  da**  mß  +  t!d=zmJ,  so  ist: 

Fä*t  man  nun  noch  endlich  cr=znr  beiderseits  hinzu,  und  be- 
rücksichtigt, dass  me  -f-  rT  =  mf,  so  wird: 

m2:  +  iiu/  +  jiir=n2:  +  n^  +  »^+fir.  (12) 
Eft  ist  aber  nach  dem  ersten  Falle 

■ 

folglich  :  »•»  ii  *  > 

« 

ii2:+fi^  +  nr+fi^=». 

Zusatz.  Leicht  lässt  sich  erkennen,  wie  der  Satz  sich  um- 
ändert, wenn  der  Punkt  m  zwar  in  der  Ebene  des  Dreiecks  MgN, 
aber  ausserhalb  desselben  zu  liegen  kommt. 

Die  letzte  Aufgabe  findet  sich  analytisch  gelöst  im  XIX.  Bande 
de*  Archivs  S.  121. 
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XVIII. 

Anwendung  des  dritten  Differentials  d3s  ^ffj^di*  der 
Function  der  geradlinigen  Bewegung  0  —fit)  auf  die 
Physik  der  allgemeinen  Schwere. 

Von 

Herrn  Dr.  Fr.  fF.  K.  Gentler, 

Pastor  zn  Großmölsen  im  Grotiherzogthume  Sachten- Weimar. 


Bekanntlich  hielt  Lag  ränge  ,)  fflr  unnothig,  bei  der  Unter- 
suchung der  Differential -Coeflicienten  4er  Function  *  =  /][f),  welche 
den  geradlinigen  Weg  s  als  Function  der  Zeit  t  ausdrückt,  ausser 
dem  ersten  und  zweiten  Differential- Coefticienten,  f'(t)  und  /*(/)> 
auch  den  dritten  fm(t),  und  Oberhaupt  die  hohem  zu  berücksich- 
tigen. Ks  ist  die  Aufgabe  der  hier  folgenden  Untersuchung,  zn 
beweisen,  das*  es  vorteilhaft  ist,  diese  Beschränkung  fallen  za 
lassen,  indem  namentlich  der  dritte  Differential -Coeföcient  von 
t=zf[t)t  wenn  t  den  Weg  eines  gravitirenden  Punktes  gegen  das 
Gravitationscentrom  hin  darstellt,  för  die  Einsicht  in  die  Physik 
der  Schwere  von  entschiedener  Bedeutung  ist. 

§.  L 

Schon  die,  so  viel  mir  bewusst  ist,  von  Maclaurin  eiogc 
führten  conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und  be- 

ds 

schleunigeuder  Kraft,  deren  Maasse  bekanntlich  ^  =  f(t)  und 

=/"(<)  sind,  wenn  den  geradlinigen  Weg  $  als  Func- 

tion der  Zeit  t  in  Rechnung  bringt,  lassen  es  als  eine  Willkflbr 

')  Laprange:  Theorie  de«  fonrtioos  anal ytiques.  Pari« 
1813.    Troit.  pari.    Art.  4.    Page  SU  seqq. 
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erscheinen,  in  de*  Discusaion  den  dritten  und  überhaupt  die  höbern 
Differential  -  Coefficienten  ohne  aus  den  analytischen  Wertben  der* 
selben  sich  von  selbst  ergebende  Gründe  übergehen  zu  wollen. 
Wenn  Maclaurin  sagt,  die  Geschwindigkeit ,  e  in  einem  gege- 
benen Zeitpunkte  wertfe  genau  gemessen  durch  flen  Weg,  4er  in 
einer  gegebenen  Zeit  durchlaufen  werden  würde,  wenn  die  Be> 
wegong  von  dem  gegebenen  Zeitpunkte  an  gleichförmig  bliebe  2), 
so  schliefst  sich  diese  Definition  auch  an  die  Darstellung  des 
Wegincrementes  As  durch  die  Tay  forsche  Reihe,  deren  La- 
crangesibb  vorzugsweise  bedient,  mit  grosser  Leichtigkeit 
Denn  wird  in  . 


.  *  ■  i  .  .., 

f'(()  nach  der  conditionalen  Definition  Maclau rin's  constant  ge- 
nommen, so  wird,,  weil  rco-^a^    rw.  rw * «.  f.  *« 

Null,  und  dadurch  :  « 

worin  offenbar  der  Weg  At  als  Maass  der  augenblicklichen  Ge- 
schwindigkeit f\f)  =  v  gegeben  ist.  Auch  findet  zwischen  der 
Gleichung  (2)  und  der  bekannten  Gleichung  ds  =  f(t)dt  ein  Wi- 
derstrelt ftkht  statt da  /*(<)  in  Gleichung  (2)  fÖt  die  auppdnirte 

Zeit  At  constant  gedacht  wird,  in  welchem  Falle  ^?  =  *n  ist  ' 

t 

In  gleicher  Weise  rechtfertigt  sieh  das  conditionäie  Maas*  der 
beschleunigenden  Kraft  <p9  welches  durch  das  Vcrhaltniss  des 
Zuwachses  At,  den  die  Geschwindigkeit  ©  in  der  gegebenen  Zeit 
dt  erhalten  würde,  wenn  cp  während  der  Zeit  At  constant  Wiehe, 
zu  der  Zeit  At  gegeben  ist;  denn  nach  den  angenommenen  {Be- 
dingungen folgt  aus  s 


/  ■ 


+mrto**.c^+q$£+   ,3) 

sofort 


Ats  '  ' 

^=no=».    .  (4) 


*)  Maclaurin :  TrestUVof  fluxlona.  Edlnb.  1747.  Art  4. 
pag.  53.  Er  erweitert  diese  conditionalc  Ertdärungitwcise  für  die  Fluxio- 
neo  beliebiger  Functionen  im  Art  700.  png.  JSrfS  ff.,  wouaft  hoch  Art  6. 
pag.  M.  zu  vergleichen  ist 
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wiederum ,  weil  f(l)  fQr  die  Zeit  At  cooetant  gedacht  ist, 

4t dv  ,  ,  ,  . , .  t  ■,  ;„ 

"57  =  w7  w,rd# 

Ist  nun  aber  in  der  Wirklichkeit  die  beschleunigende  JLnfi  9 
im  Atigemeinen  veränderlich,  so  darf  wiederum  gefragt  werden, 
welches  das  Verhältniss  des  Zuwachses  A<p,  den  9  In  der  gege- 
benen Zeit  At  erhalten  würde,  wenn  /"*(*)  wahrend  dieser  Zeit 
coustanf  bliebe,  zu  At  sein  werde,  und  offenbar  ist  dieses  coa- 

Aw 

ditionale  Verhältniss  —  in  demselben  Sinne  das  Maas«  der 

augenblicklichen  Aenderung  k  der  beschleunigenden 
Kraft  95,  in  welchem  ^(f)  das  Maass  der  augenblicklichen  Aen- 
derung  des  Weges,  und  f"(f)  das  Maass  der  augenblicklichen 
Aenderung  der  Geschwindigkeit  ist.  Es  find  er  «ich  aber  unter 
Anwendung  der  Maclaurin 'sehen  Bedingungen  aus 

Av  =  f  (t)M+— 775— +  "I^y-  +  »"       ;  W 

•ofart 

^=no=*.  (6) 

wobei  denn  wiederum  =  ist,  weil  der  Werth  dieser  Aus- 
drücke, /w(0,  für  die  supponirte  Zeit  At  consUnt  genommen  wird. 
So  ergiebt  sich  beispielsweise  aus  der  einfachsten  Gleichung  der 
schwingenden  Saiten  #  =  asin(<Vm)  als  das  Maass  der  augen- 
blicklichen Aenderung  k  der  beschleunigenden  Kraft  a>  der  Aus* 
druck  /"«"(O^— aVm*co8(tVtn),  worin  also  /"'(Ö  oder  k  das  Ver- 
hältniss des  Zuwachses  Acp,  den  die  beschleunigende  Kraft  tp  an 
Ende  der  Zeit  t  in  dem  beliebig  angenommenen  Zeitfheile  At 
erhalten  würde,  wenn  <p  während  dieses  Zeittbeiles  constant 
bliebe,  zu  dem  Zetttheile  At  ausdrückt 

Bei  Berücksichtigung  vorstehender  Ausführungen  kann  man 
nicht  geneigt  bleiben,  der  von  Lagrange  befürworteten  theore- 
tischen Beschränkung  der  Taylor' sehen  Entwicklung  von  At 
auf  die  beiden  ersten  Glieder  beizutreten.  Seine  Behauptung,  es 

fm(l)Al* 

sei  nicht  nüthig,  in  dieser  Entwicklung  das  dritte  Glied,  ^ 

zu  berücksichtigen,  weil  man  jede  Bewegung  aus  einer  gleich- 
förmigen  und  einer  gleichförmig  beschleunigten  zusammengesetzt 
denken  könne,  gilt  nach  seiner 

mein  för  jedes  gegebene^,  sondern  all  gemein  nur  für  sehr  kleine, 
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ja  eigentlich  nur  für  unendlich  kleine  J$.  Sein  anderer  Grand 
aber,  dass  die  Natur  uns  keine  einfache  Bewegung  von  der  Art, 
wie  sie  die  Gleichung  x~ct*  fordert,  darbiete,  und  man  nicht 
ni.sse,  was  der  Coeflicient  c  (der  eben  durch  den  dritten  Diffe- 
rential -Coefficienten  von  x  gefunden  werden  würde)  an  sich  dar- 
stellen könne3),  ist  kein  theoretischer,  sondern  ein  empirischer 
Grand.  Es  ist  vielmehr  die  Sache  der  allgemeinen  analytischen 
Mechanik,  aus  den  Werthcn  der  hohem  Differential  -  Coefficienten, 
FW»  etc,  die  sie  bei  der  Anwendung  auf  gegebene  em- 

pirische Verhältnisse  annehmen,  nachzuweisen,  warum  sie  in  ge- 
gebenen Fällen  auf  die  Berechnung  der  Bewegung  keinen  Einfluss 

haben. 

*  •  •  .     .  . 

Nichts  desto  weniger  können  solche  Werthe,  die  auf  die  Be- 
rechnung der  Bewegung  keinen  Einfluss  haben,  für  die  physika- 
lische Einsicht  in  die  Natur  der  Schwere  von  grosser  Bedeutung 
sein;  das  zu  zeigen  bietet  aber  die  Betrachtung  der  Differentia- 
tion der  Function  s=f(t)  grossere  Evidenz  dar,  als  die  der  ent- 
sprechenden Differential  -  Coefficienten,  weshalb  die  nun  folgende 
Uotersucbung  zu  jenen  übergeht. 


•i 


§.  2. 


Es  besteht  darüber  kein  Zweifel,  dass  aus  dem  Differential 
dt=f'(()dt,  worin  f'{t)  oder  v  die  veränderliche  Geschwindigkeit 
iQ  Ende  der  Zeit  t  misst,  durch  Integration  der  Weg  s  gefunden 
wird,  den  ein  Punkt  bei  geradliniger  Bewegung  bis  zu  Ende  der 
Zeit  t  durchlaufen  hat;  es  ist  ferner  darüber  kein  Zweifel,  dass 
aas  der  Gleichung  dv=f"(t)dt  oder  d*i  =/""(*)<*<*,  «rorin  /"(0  =  g> 
die  beschleunigende  Kraft  zu  Ende  der  Zeit  t  misst,  durch  ein- 
malige Integration  die  Geschwindigkeit  r  und  durch  zweimalige 
der  Weg  t  bestimmt  wird. 

Ebenso  unzweifelhaft  aber  ist  es,  dass  in  der  Mechanik  und 
Physik  die  Geschwindigkeit  f'{t)  oder  r,  als  die  Ursache  der 


■)  Lagrange:    Theorie  des  fonet.  arm  I.  Trois.  park  Art.  3. 
Pige  313.    J.  F.  Fries  giebt  in  seiner  „Mathematischen  Natur- 
philosophie (Heidelberg  1822.  Seite  502.)"  dieser  Bemerkung  des  La- 
prange   eine  metaphysische  Begründung,   indem  er  behauptet,  d?-- 
eine  Bcwegnngsgleichung,  wie  X=C/'f  eine  veränderliche,  in  der  \ 
tar  unmögliche  Grundkraft  fordere.    Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  d 
fose  Grund  kraft  (die  Anziehungskraft),   deren  Wirkung  die  Schwi 
■eis  soll ,  der  letztem  proportional  zu  nehmen  sei ,  eine  Vor- 
deren Untaoglichkett  unten  In  §.  6.  bewiesen  wird. 
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Grösse  des  i*  der  Zeit  t  durchlaufenen  Weges1  und  das*  die 
Grösse  dieses  Weges  t  als  die  Wirkung  der  Geschwindigkeit 
/*(<)  oder  v  des  bewegten  Punktes  anerkanot  Wird ;  und  siebt 
wdrilger  zweifellos  gilt  die  Grosse  der  beschleunigenden  Kraft, 
f?{l)  öder  <p,  aJs  die  wirksame  Ursache  der  nach  Abfluss  der 
Zelt  4  eingetretene»  Geschwindigkeit  f(0  oder  v,  so  wie  diese 
Geschwindigkeit  als  die  Wirkung  der  beschleunigenden  Kraft 
/*(*)  oder  g». 

Daraus  folgt  aber,  dass  bei  den  Differentiation  f{t)dt  und 
f*(f)üP  «H«  Integration  das  wissenschaftliche  flfiffsmittet  ist,  aus 
der  Grösse  der  ursachlichen  Wirksamkeit,  welche  In  f[t)dt  und 
f"(()dt*  gegeben  ist,  die  Grosse  ihrer  Wirkung,  die  ilurch  fftödt 
und  ffftydP  geinessen  wird,  zu  finden;  und  dass  umgekehrt 
die  Operation  des  Differentürens  bei  den  Functionen  i— fit)  und 
e  «/'(<)  das  wissenschaftliche  Hülfsmittel  ist,  aus  der  Grosse 
der  Wirkung  die  Grosse  der  ursächlichen  Wirksamkeit  zu  finden. 

_  9  4  t 

Dieser  Nacbwcisuog  gemäss  besteht  der  Unterschied  zwischen 
e  oder  fit)  und  vdt  oder  f'(t)dtt  sowie  zwischen  <p  oder  f"(i) 
und  fpdt  oder  f(t)dP  darin,  dass  g>  und  e,  oder  f(€)  und  /*(*), 
die  arithmetischen  Maasse  der  augenblicklichen  Geschwindigkei- 
ten und  Beschleunigungen  ohne  Rucksicht  auf  ihre  gegenseitige 
genetische  Abhängigkeit,  dass  hingegen  vdt  und  tpdt,  oder  p{t)dt 
und  f*(t)dP  eben  diese  Grössen,  aber  mit  Rücksicht  auf  ihre 
gegenseitige,  im  Dlfferentialealcul  entwickelbare  genetische  Ab- 
hKngigkeit  darstellen.  DetrigemäsS  konnte  man  v  und  g>  oder  f{t) 
und  f"(t)  die  arithmetischen,  dagegen  erf#  und  awfi,  oder 
f{Qdt  und  /""(Orft*  die  genetischen  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  nennen. 

Es  ist  aber  die  analytische  Abhängigkeit,  in  welcher  f*(t) 
von  f"(()dt,  und  überhaupt  /*(*)  von  f^i\t)df  steht,  genau  die- 
selbe, welche  /][*)  mit  f{f)di>  oder  /"'(()  mit  /""(<)<&  verbindet, 
nämlich  diejenige,  welche  sich  allgemein  in  dem  Ausdrucke 
d.f*(t)±±p+ltl)dt;  oder  in  ffH*(()dt et  f*(t)+C  darstellt«  Da- 
her bringt  nothwendiger  Weise  ftydt  in  Beziehung  auf  f\t), 
und  allgemein  fn*\t)dt  in  Beziehung  auf  />(<)  dieselbe  physika- 
lische Abhängigkeit  in  Rechnung,  welche  /'p;  in  Beziehung 
auf         und  WQdt  »  Beziehung  auf  fit)  i*;  Rechnung  setzt. 

Da  nun  f(t)dt  in  Beziehung  zu  f(t),  und  f*[()di  tri  Bezieh- 
ung  zu /'(*),  wie  sich  oben  ergab,  das  physikalische  VerhäJtniss 
der  Ursächlichkeit  oder  der  Bewirkung  ip  Rechnung  hripgl, 
so  mUst  auch  r<0<&  diejenige  ursächliche  Wirksamkeit,  durch 
welche  die  in  r(t)  gemessene  Grösse  erzeugt  wür*^ und Werbaupt 
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wird  durch  f*+l(t)dt  diejenige  ursachliche  Wirksamkeit,  welche 
die  in  f*{t)  in  den  Calcul  gebrachte  physikalische  Grösse  her- 
vorbringt, unter  Bezeichnung  ihrer  genetischen  Abhängigkeit  ana- 
lytisch dargestellt,  während  f*+l(t)  einfach  den  arithmetischen 
Werth  eben  dieser  ursächlichen  Wirksamkeit  bestimmt  Demge- 
mäss  könnte  man  wohl  die  auf  einander  folgenden  Differential- 
' '»efiicienten  der  Bewegung«  Function  s  =  flt)  die  Causalstufen  der 
Bewegung  neonen  4). 

§.  3. 

Mit  Hülfe  der  hier  nachgewiesenen  causalen  Bedeutung,  welche 
dem  Differential  d<p=:  fM(t)dt  in  Beziehung  auf  das  Maass  der 

I 

*)  Man  wolle  bemerken,  das«  bier  nicht  eine  besondere  Bedeutung 
des  allgemeinen  Differential  -  Calcul*  vorausgesetzt  wird ,  sondern  das« 
die  Dlscussion  eines  speciellen  Falles  auf  die  genetische  Bedeutung  der 
DifTereatialten  für  diesen  Fall  hinleitete.  Indess  wird  nieht  verkannt 
werdea,  dasa  die  Verallgemeinerung  der  causalen  Betrachtungsweise  von 
!=/(/)  and  seiner  Differ entfalten  auf  die  Idee  der  Fluzionenreehnung 
New  ton 'e  fuhrt,  bei  deren  Ausführung  nicht  aar  von  der  Vorstellung 
tioer  ph  v  h  i  k  u  Ii  s  c  h  en  oder  mechanischen  Causalität,  sondern  selbst 
toi  der  New  ton 'sehen  Hülfs  Vorstellung  der  Geschwindigkeit  abstrahirt 
verdau  könnte.  Dazu  würde  die  Auffassung  des  Differentials  als  des 
laceptiv'e  oder  Inchoativ'«  der  veränderlichen  Grösse  dienen«  wio 
sie  Wallis  in  seiner  mathes.  univers.  oap.  2.  und  de  angulo  ron- 
tactus,  2.  Abtheil»  cap.  5.  und  cap.  6.,  eingeführt  hat;  nur  bediente 
lieh  Wallis  au  sehr  der  noch  halb  scholastischen  Ausdruckswei»e  der 
damaligen  Philosophie  seiner  Heiraath ,  und  hielt  sich  dem  allgemeinen 
Algorithmus  tu  fern.  Eine  kleine  Abhandlung  des  Verfassers  in  dem 
Oiterprogramm  für  1850  des  Eisenacher  Realgymnasiums  suchte  die 
Auffassung  des  Wallis,  die  sich  ihm  von  selbst  aufgedrängt  hatte,  zu 
rechtfertigen  und  xu  erweitern.  Mag««  nun  auch  dieser  Arbeit  an  durch- 
gängiger Evidenz  mangeln,  so  ist  doch  su  wünschen,  daas  die  Ineepti- 
'i-üiheorie  des  Wallis  ebensowohl  ihre  wissenschaftliche  Durchführung 
f^den  möge,  wie  der  von  ihm  gleichfalls  zuerst  gegebenen  geometri- 
schen Deutung  der  imaginären  Ausdrücke  in  der  Theorie  der  lateralen 
Grössen  von  Gauss  ihre  Vollendung  geworden  ist.  Auch  möchte  steh 
•chaa  aus  einer  Analyse  des  art.  111.  coro  11.  2.  in  Maclanrin'a  trea- 
t i ste  of  flazions,  wo  die  Ordinate  einer  zu  quadrirenden  Fläche  (nach 
Willis  also  das  Inceptiv  derselben)  der  Fluzion  der  Fläche  proportio- 
nal gefunden  wird,  und  der  erweiterten  Bedeutung  der  Quadratur,  wie 
•i«  art  114.  lehrt,  mit  Evidenz  ergeben,  dass  die  genetische  oder  can- 
ule  Deutung  des  Differential -Calculs  sich  aebr  wohl  mit  der  anschau- 
liches Klarheit,  deren  Vorbild  uns  die  alten  Griechen  geben  —einigen 
laut 
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beschleunigenden  Kraft  q>  —  f"(t)  zukommt,  lässt  sich  mit  Sicher- 
heit entscheiden,  ob  die  Natur  der  aus  dem  Gravitationsgesetze 
hervorgehenden  Bewegungen,  denen  die  Gleichung  #=/(i)  ange- 
passt  sein  soll,  der  Annahme  einer  physikalischen  Ursache  der 
Schwere,  d.  h.  einer  der  Centralmasse  eigenthOmlichen  Kraft  der 
Anziehung,  deren  Wirkung  die  Schwere  des  gegen  die  Central 
masse  gravierenden  Punktes  sein  soll,  entspricht  oder  widerstreb 

tet.   Hat  nfimlich  -j£  =  ^"(f),  wenn  es  dieser  Untersuchung  an 

gepasst  ist,  einen  angebbaren  arithmetischen  Werth,  so  ist  die 
Existenz  der  Anziehungskraft  erwiesen;  ist  dieser  Werth  aber 
der  Null  gleich,  so  hat  die  voraussetzliche  Anziehungskraft  der 
Centralmasse  keine  physikalische  Existenz. 

Es  bietet  aber  die  wissenschaftliche  Erfahrung  zwei  Fälle  zur 
Untersuchung  der  Schwere  in  der  hier  geforderten  Richtung  an; 
man  kann  entweder  von  der  elliptischen  Bewegung  eines  schwe- 
ren Punktes  um  sein  Gravitationscentrum ,  oder  auch  von  der  gerad- 
linigen Bewegung  eines  schweren  Punktes  nach  dem  Gravitation* 
centrum  bin»  also  vom  allgemeinen  FaJIgesetse  ausgeben.  Da 
aber  nach  der  Hypothese  der  allgemeinen  Anziehungskraft  die 
Ursache  der  Schwere  in  derjenigen  Richtung  zu  suchen  ist,  in 
welcher  die  Schwere  den  gravierenden  Punkt  zur  Bewegung  treibt, 
so  kann  auch  bei  der  elliptischen  Bewegung  des  schweren  Punk- 
tes nur  die  Annäherung  desselben  an  das  Gravitationscentrum, 
weiches  bekanntlich  einer  der  Brennpunkte  der  Ellipse  ist,  in 
Frage  kommen.  Die  Gleichung  s  =  f(t)  muss  also  für  diesen  Fall 
fiir  die  relative  Bewegung  des  schweren  Punktes  in  Beziehung 
auf  sein  Gravitationscentruro  eingerichtet  werden,  so  dass  die 
Drehung  des  Radius  vector  um  das  Gravitationscentrum  aus  der 
Rechnung  bleibt,  und  die  grosste  Länge  von  $  der  doppelten  Excen- 
tricität  der  elliptischen  Bahn  oder  dem  Unterschiede  des  grüssten 
und  des  kleinsten  Radius  vector  gleich  wird. 

Nun  ist  die  beschleunigende  Kraft  <p*  welche  den  gravitiren- 
den  Punkt  in  seiner  elliptischen  Bahn  gegen  das  Gravitationscen- 
trum hintreibt,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  desselben  in  der 
elliptischen  Bahn,  p  sein  Krümmungshalbmesser  und  &  der  Win- 
kel zwischen  diesem  und  dem  Radius  vector  r  des  Punktes  ist, 
wobei  v,  n  und,  &,  so  wie  auch  r,  iroplicite  Functionen  von  t  sind, 

e* 

^-pcos^  CT 

also        1  '  1 

oqp  cosfl(2g</c  —  vdo)  +  VQs\n&d& 

dt  Ä  p«cos<rV*  (8) 
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Es  hängt  aber  die  Veränderlichkeit  von  tp  jedenfalls  zu  einem 
Theile  von  der  bekannten  geometrischen  Eigenschaft  der  Schwere 
ab,  die  man  ihr  Ausbfeitungsgesetz  nennt,  davon  nämlich,  da*s 
die  Grosse  der  Schwere  eines  Punktes  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  qtiadrirten  Ab  Standes  desselben  von  seinem  Gravitation*- 
centmra  steht.  Dass  nun  diese  räumliche  Bedingtheit  der  Schwere 
aber  den  Grad  der  supponirten  Anziehungskraft,  welche  die  Cen~ 
an  sieb  haben  soll,  nicht»  entscheidet,  ergieht  sieh 
in  erae»  und  demselben  Abstände  des  gravierenden 
Pttuktes  von  seinem  Gravi tatiooscentrnm  die  Schwere  des  gravi* 
tineden  Panklee  sich  ändern  würde,  wenn  die  voraussetzt:  he 
Anziehungskraft  des  Gravitationscentrums  eine  veränderliche  wäre, 
und  dass  das  Gesetz  dieser  Veränderung  allein  eine  Function 
der  veränderlichen  Anziehungskraft  sein  würde.  Daher  kann  aus 
der  Schwere  eines  gravierenden  Punktes  nur  dann  ein  Scbluss 
asf  den  Grad  der  voranssetzrtchen  Anziehungskraft  des  Gravita- 
öooscentrums ,  welche  die  Ursache  der  Schwere  des  gravierenden 
Punktes  sein  soll,  gemacht  werden,  wenn  der  Abstand  des  gra- 
ritirenden  Punktes  constant,  und  bei  allen  bezüglich  ihrer  Schw  ere 
mit  einander  zu  vergleichenden  Punkten  gleich  gesetzt  wird. 

Eis  ist  also  für  die  Gleichung  (7),  in  weicher  q>  die  Schwere 
des  gravierenden  Punktes  misst,  der  Radius  vector  r  constant  z* 
denken,  wenn  dieselbe  zur  Berechnung  der  Grosse  oder  Inten- 
sität der  voraussetzlichen  Anziehungskraft  des  Gravitation<*cen* 
troms  dienen  soll.  Nach  Anleitung  des  j.  2.  gieht  dann  die  Glei- 
chung (8)  sofort  die  Intensität  der  voraussetzlichen  wirksamen 
Ursache  der  Schwere  des  gravierenden  Punktes,  wenn  man  in 
ihren  allgemeinen  Ausdruck  diejenigen  besonderen  Werthe  von 
r,  s  und  £  einfahrt,  die  sich  aus  der  unvermeidlichen  Bedingung, 
'last  r  constant  sein  solle ,  ergeben.  Ist  aber  der  Radius  vector 
r  constant,  eo  wird  die  elliptische  Bahn  ein  Kreis,  v  constant  und 
*,  da  nun  p  mit  r  zusammenfällt,  der  Null  gleich.  Dadurch  er- 
hält die  Gleichung  (8)  den  besondern  Werth 

*«wit  der  Beweis  gesehen  ist,  dass  die  Intensität  der  vorau.v- 
M&Jicben  Anziehungskraft  der  Null  gleich  ist,  dass  also  eine 
ursächliche  Wirksamkeit,  welche  die  Schwere  eines  gravierenden 
Punktes  hervorbringen  sollte,  für  die  Physik  oder  Mechanik  nicht 


}.  4. 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  den  Werth 

Tkfil  TXXU  16  r 
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aus  dem  Ausdrucke  der  Schwere  im  allgemeinen  Fallgesetze, 


welcher  bekanntlich 


9  (10) 


ist,  wenn  g  die  Schwere  des  gravitirenden  oder  fallenden  Punk 
tes  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Gravitationscentruin,  e  der 
anfängliche  Abstand  des  fallenden  schweren  Punktes  und  s  die 
veränderliche  Entfernung  desselben  vom  Gravitationsceotrum  misst. 
wobei  man  s  als  eine  implicite  Functioo  von  t  zu  betrachten  bat. 
Es  ist  dann 

dt  —  (e— ,)*dt  W 

das  Maass  der  ganzen  augenblicklichen  Aenderung  von  <p  oach 

§,  1.,  Gleichung  (6).    Um  daraus  den  besonderen  Werth  von  ^ 

zu  finden,  aufweichen  die  geometrische  Abhängigkeit  der  Schwere 
9  von  dem  Abstände  des  gravierenden  Punktes  von  dem  Gravi- 
tationscentrum keinen  Einfluss  haben  soll,  muss  dieser  Abstand, 
der  hier  durch  s  gegeben  ist,  constant  genommeo  werden ;  dadurch 
wird  ri#  =  0,  also  auch 

3?-0.  (12) 

woraus  denn  wiederum  folgt,  dass  die  allgemeine  Anziehungskraft, 
als  Ursache  der  Schwere  gedacht,  eine  falsche  Hypothese  ist 


§.  5. 

Da  bei  den  Differentiationen  in  den  Gleichungen  (8)  und  (11) 
die  ganze  Veränderlichkeit  von  qp,  dieses  als  implicite  Functioo 
von  t  gedacht,  berücksichtigt  ist,  und  erst  in  diesen  allgemeinen 
Differentialen  von  g>  gewisse  Grössen  der  Natur  der  Sache  nach 
constant  gesetzt  wurden,  so  ist  gegen  die  in  den  Gleichungen  (9) 
und  (12)  gefundenen  besonderen  Werthe  von  <p  von  Seiten  de« 
Calculs  durchaus  nichts  einzuwenden.  Sollte  aber  die  Reflexion 
einen  Anstoss  daran  nehmen,  dass  in  den  Fällen,  tHr  welche 

fft  =0  wird,  eine  Bewegung  nach  dem  Gravitationscentrum  bin 

nicht  stattfindet,  so  konnte  man  dieses  Bedenken  durch  .Hinwei- 
sung auf  die  conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  and 
Beschleunigung,  wie  sie  in  §.  1.  nach  Maclaurin  gegeben  wur- 
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den,  für  erledigt  halten;  denn  jenes  „würde,  wenn"  macht 
keine  Anforderung  an  eine  wirkliche  Beweguug  während  des  sup- 
ponirten  Zeittheiles  /iL  Indess  braucht  man  sich  auf  diese  logische 
Erledigung  des  der  Reflexion  etwa  aufstossenden  Bedenkens  nicht 

dw 

co  beschränken,  da  q>  auch  für  den  Fall,  wo       =0  wird,  ein 

arithmetisches  Maass  findet,  welches  die  empirische  Realität  der 
durch  ?  gemessenen  Grösse  zur  Grundlage  bat 

Denn  was  zunächst  die  Realität  von  <p  unter  denjenigen  Um- 
ständen, für  welche  die  Gleichung  (9)  in  §.  3.  gilt,  angeht,  so 
ist  dieselbe  durch  die  aus  der  Kreisbewegung  nothwendtg  ent- 
springende Centrifugal- Beschleunigung  —  erwiesen,  so  dass  zu- 
eÄ 

gleich  —  als  ein  reales,  von  dem  Wege  *  unabhängiges  Maass 
von  <p  gegeben  ist. 

Dagegen  erhält  dasjenige  qp,  für  welches  die  Gleichung  (12) 
io  }.  4.  gilt,  seine  reale  Bedeutung  in  dem  Drucke,  deu  ruhende 
Massen  gegen  das  Hinderniss  ihres  Fallens  ausüben,  wodurch 
wiederum  ein  von  $  unabhängiges  empirisches  Maass  für  <p  dar- 
geboten wird.    Denn  ist  p  das  Gewicht  der  Masse  m  und  r  ihr 


Abstand  vom  Gravitationscentrum ,  so  hat  man  q>  = 


{.  6. 

Die  gewöhnliche  Hypothese ,  nach  welcher  die  Schwere  eines 
Pnoktes  der  Anziehungskraft  der  Centralmasse  proportional  sein 
soll,  ist  nicht  nur  den  hier  gefundenen  analytischen  Resultaten 
entgegen,  sondern  verstösst  auch  gegen  anerkannte  Grundsätze 
der  allgemeinen  Physik.  Ein  solcher  Grundsatz  ist,  dass  da,  wo 
eine  Ursache  wirksam  ist,  die  noth wendige  Folge  eine  Verände- 
rung derjenigen  Zustände  ist,  welche  von  dieser  Ursache  abhän- 
gig sind,  und  dass  diese  Veränderung  so  lange  vor  sich  geht, 
als  die  Ursache  derselben  wirksam  ist  Wäre  nun,  um  der  exak- 
testen Entwicklung  der  gewöhnlichen  Theorie  der  Anziehungs- 
kraft, wie  sie  J.  F.  Fries  darstellt  *),  zu  folgen,  f =  km1  .^(a), 


»)  J.  F.  Fries:  Mathematische  Naturphilosophie,  S,  456, 
wobei  bemerkt  werden  mag,  das«  Fries  den  Autdruck:  beschleuni- 
gende Kraft  vermieden,  und  dafür :  augenblickliche  Beschleunigung,  oder: 
augenblickliche  Intensität  der  stetigen  Beschleunigung  gesellt  wissen, 
uns"  den  Ausdruck:   Kraft  nur  seiner  Grundkraft  der  Anziehung  (oder 
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worin  f  die  augenblickliche  Beschleunigung,  £  die  Anziehungs- 
kraft jedes  wirkenden  Theiles  der  Masse  m'  und  y(n)  eine  Fwnc- 
lion  des  Alandes  de«  mit  der  Beschleunigung  f  gegen  gra- 
vi tirendeu  Punkte«  ton  dem  in  einem  Punkte  vereinigt  gedachten 
m'  bezeichnet:  so  kann  nach  obigem  Grundsatze  f  nicht  Consta  Bt 
bleiben,  während  die  Anziehungskraft  der  Masse  m'  wirksam  ist. 
Devng^mfise  konnte  obiger  Werth  von  f  nur  etwa  der  Wert*  der 
Beschleunigung  nach  Ablauf  der  Zeiteinheit  sein,  und  der  allge- 
meine Werth  wäre  vielmehr  f  =  ktri tty(a).  Da  aber  der  Erfahrung 
gemäss  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere  bei  constanter 
Entfernung  constant  bleibt,  so  liegt  die  Unrichtigkeit  der  fär  eioe 
Grundkraft  der  Anziehung  versuchten  Hypothese  klar  ?or. 

Es  hat  aber  diese  falsche  Hypothese  offenbar  ihre  reale  Quelle, 
wenn  von  metaphysischen  Oeductionen  abgesehen  wird,  in  der 
von  Newton  bewiesenen  Thatsache,  das»  die  Schwere  eines  gra- 
vierenden Punktes  bei  gleichen  Entfernungen  von  verschiedenen 
Centralmassen  diesen  Massen  einfache  und  gerade  proportional 
ist;  denn  es  liegt  der  Reflexion  sehr  nahe,  diejenigen  Korper, 
dereo  Massen,  Abstände  und  Lagen  die  Schwere  jedes  gegen 
dieselben  gravierenden  Punktes  völlig  bestimmt,  als  die  wirksa- 
men Ursachen  der  Schwere  dieser  Punkte  anzusehen,  zumal  auch 
das  sogenannte  Ausbreitungsgesetz  der  Schwere  wegen  seiner 
Aehnlichkeit  mit  dem  Ausbreitungsgesetze  des  Lichtes  und  des 
Schalles  zu  einer  Hypostasirung  der  bloss  geometrischen  Bedingt- 
heit der  Schwere  in  eine  von  der  Centralmasse  ausgehende  Kraft 
der  Anziehung  so  leicht  verfuhrt. 

Uebrigens  sind  die  hier  gewonnenen  Resultate  der  analyti- 
schen Untersuchung  über  die  Ursache  der  Schwere  von  jeder  Hypo- 
these über  die  physikalische  Natur  der  Schwere  und  deren  Be- 
wirkung  unabhängig.  Wäre  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere 
ein  mechanisch  oder  statisch  mitgetbeilter  Druck,  wie  in  der  un- 
ausführbaren *)  Aetherdruck-Hypothese  Newton's,  so  wurde 
doch  die  vorstehende  Untersuchung  auf  die  Agentien,  welche 
diesen  Druck  "hervorbringen  sollen,  in  gleicher  Weise  Anwendung 

Abstossung)  vorbehalten  will.  Da  aber  die  Beschleunigung  nicht  bloii 
ein  Maass  in  der  veränderten  Bewegung,  sondern  auch  ein  statische! 
M»a«s  hat,  welches  die  Vorstellung  einer  beschleunigten  Bewegung  al« 
Merkmal  nicht  enthält,  wie  der  Schluss  des  vorigen  §.  6.  in  Erinneren? 
bringt,  so  ist  in  der  allgemeinen  Definition  von  o  und  dem  sprachlich» 
Ausdrucke  das  Merkmal  «Ines  Triebet  aor  Bewegting,  ah»  die  Vorstel- 
lung einer  Kraft ,  nicht  tu  entbehren. 

•)  Whewell:  Attroaomy  and  general  pbysics.  Lond.  1855 
pag.  2*4. 
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findet»  und  gleiche  Resultate  gebeo.  Oder  wenn  etwa  Faraday 
behauptet,  die  herrschende  Theorie  der  Schwere  sei  im  Wider- 
spruch mit  seiner  Vorstellung  von  einem  wechselseitigen  Ueber- 
gehen  aller  Naturkra'fte  in  einander,  unter  denen  er  freilich  zunächst 
die  Imponderabilien  versteht,  so  handelt  es  sich  doch  in  der 
analytischen  Mechanik  gar  nicht  um  die  qualitative  Beschaffenheit 
Her  beschleunigenden  Kraft,  sondern  um  die  Abhängigkeit  ihrer 
quantitativen  Verhältnisse. 

Als  endliches  Resultat  vorstehender  Untersuchungen  steht 
also  folgendes  fest : 

es  ist  «in  allgemeines  Naturgeseti ,  das*  die  Masse  eines 
jeden  Korpers,  nebst  dem  Abstände  nnd  der  Lage  des- 
selben bezüglich  eines  gravierenden  Punktes,  allerdings 
die  vollständige  Bedingung  för  die  Schwere  des  lets- 
teren  ist,  ohne  aber  mit  einer  Kraft  verbunden  zu  nein, 

welche  die  wirksame  Ursache  der  Schwere  war«. 

■ 

Die  Bedeutung  dieses  allgemeinen  Naturgesetzes,  welchem 
die  Schwere  unterworfen  ist,  habt  sich  dadurch  hervor,  das*  ver- 
möge desselben  das  Gebiet  der  gravierenden  Massen*  mit  dem 
der  organischen  Gestaltungen  unter  ein  and  dasselbe  Priocip  zu- 
sammenfallt;  denn  darin,  dass  die  Gesetze  des  Lichts  die  be- 
stimmenden Bedingungen  der  Einrichtung  des  Auges,  dass 
die  Gesetze  der  Scballscbwingungen  die  bestimmenden  Bedin- 
gungen lur  die  Einrichtung  des  Gehurs,  dass  die  hydrostatischen 
nnd  bydromechanischen  tiesetze  des  Blutumlaufes  die  bestimmen- 
den Bedingungen  fär  die  Einrichtung  des  •Herzens  und  des 
Blutadersystems,  u.  s.  f.,  sind,  ohne  dass  die  vorangestellten  Ge- 
setze die  wirksamen  Ursachen  der  genannten  organischen 
Einrichtungen  enthalten,  spricht  sich  die  Natur  der  •organischen 
Bildungen  mit  charakteristischer  Deutlichkeit  aus.  „•  i 

i 

i 
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Voa  Herrn  Dr.  G.  Zahfoa«  in  Darana  tadt. 

1)  Wie  beweist  man,  dass  die  Determinante 

ax — bi  ai—b2  at  —  b^  ....  at  —  bn 
a% — bx  aa  —  bt  a2  —  ^3  •  •••  a%~b% 
as — bx       a3  —  b%      a8—  bt  ....  at~bn 

0n  —  6i        An — Af         öB  — 0a  ....  fl»  —  6« 

gleich  Null  ist,  so  oft  «>2,  während  sie  lur»  =  2  den  Werth 
<«k-%H*i~to  «rhält? 

2)  Die  Integrale 

sind  einander  gleich,  so  oft  beide  endliche  und  bestimmte  Werthe 
zulassen.  Unter  welchen  Bedingungen  lässt  sich  ein  ganz  analo- 
ges Resultat  erzielen,  in  welchem  fflr  die  obere  Grenze  oo  die 
untere  Grenze  — 00  steht?  \ 
.    3)  E»  *«t 


0 

wobei  rechterhand  für  y  sein  Werth  aus  f(xty)=*t  zu  setzen 
ist,  und 

/(«,0)  =  <;  0  =  /l(9.<9;  y  =  /T*>.  *)• 
Insbesondere  ist  für  f{xt  y)  =  F(x).«-y: 

/OD  /**tO) 
o  0 
wobei  if>(f)  die  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 

t-zf(x,0)  =  F(x) 

entstehende  Auflösung  x  =  oder  die  umgekehrte  Function 
von  F  vorstellt  Die  letzte  Integralformel  lässt  sich  auch  ganz 
direct  ableiten. 

4)   Das  Integral 

» 
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1 


/ 


V*(l-**)(1-As*) 


kehrt  durch  die  Substitution        i  identisch  auf  dieselbe  Form 

zurück,  und  liefert  mithin  einen  Beweis  ad  oculos,  das«  die  Regeln 
des  Substitution« -Terfahrens  richtige  Resultate  liefern. 

5)  Es  sei 

„        /*"  Bx 
F(a)  =  /      (<»-« — cos  ax) '  —  • 

o  i 

Setzt  man  null  -  für  x9  so  entsteht 

a 

F(n)  = (e~*  -  cos  *)^  = 

Da  mithin  F(o)  constant  gleich  F(l)  ist,  so  ist  auch  F(fl)  =  F(l),  d.  b. 

/•  Bx 
(«-*  —  cos  2)  —  • 

o  ■ 
Obgleich  nun,  wie  man  aus  der  Theorie  des  Integralcosinus 
weiss,  dieses  Resultat  richtig  ist,  so  ist  doch  die  Herleitungsweise 
falsch,  weil  man  auf  demselben  Wege  beweisen  konnte,  dass 


/ 


*  ,  <    Bx  _ 

(e_nJt  —  cos:r)  —  =0 


o 

sein  müsste,  was  unrichtig  ist   Wo  liegt  der  Fehler? 

6)  Bei  einem  in  Süddeutschland,  wahrscheinlich  aber  auch 
anderwärts  gebräuchlichen  Würfelspiele  werden  bei  jedem  Wurfe 
dem  Spieler  so  viele  Augen  angerechnet,;  als  die  beiden  höchsten 
gleichen  Augenzahlen  und  ausserdem  die  höchste  unter  den  übri- 
gen Augenzahlen  des  mit  sechs  Würfeln  gebräuchlichen  Wurfes 
zusammengenommen  anzeigen,  so  dass  z.  B.  der  Wurf  5,  4,  3,  3,  2, 2 
als  3+3-|-5  gezählt  wird.  :  Wie  ungerecht  dies  Spiel  ist,  indem 
die  Gewinnste  durchaus  nicht  in  umgekehrtem  Verbältniss  zur 
Wahrscheinlichkeit  der  einzelnen  Würfe  stehen,  möge  aus  nach- 
stehender  Tabelle  ersehen  werden,  zu  der  wir  noch  bemerken, 
dass  6  gleiche  Augenzahlen  als  19,  und  die  Augen  1,  2, 3,  4, 5, 6 
als  20  gerechnet  werden. 

Die  Berechnung  diesef  Tabelle  ist  för  Schüler  eine  nützliche 
ücbuog  in  der  Wahrscheinlichkeits- Rechnung  und  Combinations- 
lehre.  Die  Columne  A.  enthält  die  dem  Spieler  anzurechnenden 
Bogenzahlen.  Dieselben  können  meist  auf  mehrere  Arten,  welche 
in  der  Columne  B.  angemerkt  sind,  entstehen.  So  ent- 
der  Wurf  16,  der,  beiläuGg  bemerkt,  am  häußgsten  auftritt, 
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auf  2  Arteo,  der  Wurf  12  auf  drei:  336,  444  ,  552,  welche  zur 
Berechnung  der  Häufigkeit  ihres  Vorkommens  drei  we- 
sentlich verschiedene  Formeln,  erfordern,  jenachdera 
die  Zahlen,  welche  die  beiden  gleichen  Würfel  bedeuten,  gleich, 
grOsser  oder  kleiner  sind,  als  die  höchste  ausserdem.  Die  Co- 
lumnen  C.  und  I),  enthalten  die,  den  in  den  Colurooen  B.  und  A. 
begriffenen  Zahlen  entsprechenden  Häufigkeiten  des  Vorkommens. 


'  9 


4 

5 

6 


8 


IQ 


11 


12 


13 


14 


15 


16 

17 
18 
1» 


B. 


112 

113 
221 

114 

222 

115 
223 
331 
llü 
224 
332 
^25 
333 
441 
r  226 
i  334 
l  442 
t  335 
J  443 
l  551 
336 
4 
552 
445 
553 
661 
446 
554 


{ 

r  IN 

\  22^ 
l  335 

{ 


r  336 
)  444 
l  552 
r  4/ 

I« 


555 


556 
664 

665 
666 
6  gleiche 


m  |  123456 


C. 


6 

36 
15 

186 
41 

816 
156 


D. 


10  i 
56  } 
15  J 

} 

} 

} 
i 

) 
1 


2286 
486 
225 

1296 
232 
15 

2946 
786 
225 

1776 
975 
15 

3606 
693 
225 

2256 
975 
15 

4266 

2625 
225 

1544 

»75 

4926 


6 
51 

227 

987 

2997 

1543 

3957 


5535 
2<XJ5 
ö 
72Q 


4524 


3246 


7116 


2519 


7551 

5535 
2905 
6 
720 


Anzahl  aUcx  Würfe  =G«=4665G| 
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Note  sur  l'evaluation  des  integrales  fxydm9  f  xzdm, 
fyzdm,  fx2dm9  fy2dm,  fz2dm  pour  une  pyramide 
triangulaire  dont  la  base  est  situee  dans  le  plan  des 
xy,  une  des  aretes  etant  prise  pour  axe  des  x. 


Par 


Monsieur  R.  Lobatto, 

Profeueur  de  tnattieniatiques  siipeVienrea  a  l'Acadlmie  Royale  a  Delft. 


I.  A6n  de  parvenir  plus  facilement  ä  la  valeur  de  la  pre- 
miere  de  ces  integrales,  nous  comroeocerons  par  chercher  celle 
de  l'integrale  double  ffxydxdy  ötendue  a  un  triangle  quelcooque 
sitae  Hans  le  plan  des  xy.  Sott  ABC  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ce  triangle; 
prtnons  d'abord  le  sommet  A  pour  origine  d'un  Systeme  d'axes 
rectangulaires  Axf ,  Ay'  paralleles  aux  azes  Ox,  Oy.  Soient  rn,  n 
les  coordonne'es  du  point  ß  et  m',  n'  Celles  du  point  C,  par  rap- 
port  au  premier  des  deuz  System  es  d'axes.  En  deVignant  par  V 
le  rolume  du  solide  prodoit  par  la  re'volution  du  triangle  ABC 
autour  de  Taxe  Ax' ,  Ton  a 

V^lnffy'dx'dy'. 

Dailleurs  le  moment  de  ce  solide  relatif  ä  l'origine  A,  ou  en 
lautres  termes  le  produit  de  ce  solide  par  la  distance  de  son 
centre  de  gravite'  au  point  A,  a,  comme  Ton  sait,  pour  valeur 
^xffrftfdx'dy'.  L' integrale  double  ffjc'y'dx'dy'  tftendue  ä  toute 
la  surface  du  triangle  sera  ainsi  connue,  des  qu'on  aura  trnuve* 
l'cxpressioo  du  ratment  du  solide  de  re'volution  par  rapport  a 


Digitized  by  Google 


250  Lobatto:  Note  sur  fevalvation  des  integrales 

l'ongtne  A.  Or  ce  solide  se  compose  ^videmment  de  la  somme 
du  cöne  entier  et  du  cäne  tronque  produits  par  la  re'volntion  du 
triangle  Aßb  et  du  trapeze  BbCc  autour  de  Taxe  Axf ,  diminuee 
du  cdne  proveuant  du  triangle  ACc. 

Lea  momentß  des  deux  cones  entiers  ont  pour  valeurs  j«*ml, 

^-n  W2.   Quant  a  celui  du  cdne  tronque* ,  on  s'assurera  sans  peioe, 

ä  l'aide  des  principes  de  statique,  que  son  moroeot  pourra  i\xt 
exprime'  sous  la  forme  suivaote : 


71 


-  (m'  _ m)  ( n«m  +  '  (m  +  m')  („  +  „')»  +  }. 

9 

On  aura  ainsi 

.njjx'y'dx'dy* 

dooc 

jQT x'y'dx'dy 

= ^  { 3(n*m2— n"W*)  -  2  (ro'—  m)  (n*m +n'2m')  +  (it  +»')*  (ro'2— m')  I 
= <^  { nhn'*—  it'*2/«2 + 2  (nm'  —  mn')  (mn  +  roV)  | 
=^  (nm'  —  n'ro)  { nm'  +  n'ro  +  2(mn  +  mV)  J 

=  ^{(ro  W)(n  +  n')  +  ron  +  roV|, 

J  repre'sentant  laire  du  triangle  ABC. 

II  est  aise*  maintenant  d'obtenir  la  valeur  de  cette  integrale 
relativement  au  Systeme  d'axes  paralleles  passaot  par  on  poiot 
quelconque  O. 

Designons  a  cet  effet  les  nou Felles  coordonne'es  du  poiot  A 
par  a,  b,  celles  du  point  B  par  a' ,  br,  et  Celles  du  poiot  C  par 
a",  b".    On  aura  alors 

m=a'— a,   n=6'— 6,  mf  =  an  —  at   n'  =  6Ä— 6. 

Erisuiie  ^ 
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ffxydxdy  =IJ&+  a)     -f  b)dx'dy' 
zzzffx'y'dx'dy'  +  affy'dx'dy'  +  bjfx'dx'dy'  +  ab.J. 

Noraroant  X,  Y  les  coordonnees  du  centre  de  gravite*  da  triangle, 
j  ar  rapport  aux  axes  Ax',  Ay' ,  on  aura: 

ffX'<l*-dy>  =  J.X=  (^"*')      (^P2*)  J- 

('es  vateurs  £tant  Substitutes  dans  l'equation  (2),  on  obtiendra 
a  l'aide  de  l'equation  (1),  pour  (  integrale  double  doot  il  s'agit: 

ffxydxdy 

=^1(0'  +  a»— 2a)  (b'  +  6"-26)  +  (a'-a) (6'  -  6)  +  (a*— a}(6*— 6) 

.  +  4a  (6'  +  6"— 2o)  +  46  (a' + a"  -  2a)  +  12ao } 
tipression  qui  pourra  faci  lernen  t  etre  re'duite  ä  la  forme  symelrique: 

■ 

(3) 

l^dxdy  =  j^i(o  +  a')(6  +  6')  +  (a+a")(6+6")  +  (a'+ö»)  ). 

I 

2.  Paseons  actuellement  ä  la  recherche  de  la  valeur  de 
fxydm  pour  la  pyramide  ABCT  (Taf.  V.  Fig.  2.)  dont  une  des 
atetes  JZ?  est  prise  pour  axe  des  x,  et  la  face  ABC  pour  plan 
des  *y.  Soit  t  la  projection  sur  ce  plan  du  sommet  T  de  la  pyra- 
mide. Nommons  a,  j3  les  coordonnees  da  point  t;  et' t  ß'  celles 
<to  point  C ;  o"  la  longueur  et  A  la  hauteur  de  la  pyramide 
qui  sera  ainsi  completement  delerminee  ä  Taide  de  ces  six  quan- 
tites. 

Prenant  la  masse  de  l'onite  de  volume  pour  unite  de  masse, 
I integrale  fxydm,  qui  expriine  alors  l'integrale  triple  fffxydxdydi 
pourra  etre  pre*sentee  sous  la  forme 

f  dz  ffxydxdy. 

Considerons  raaiotenant  une  section  du  corps  prise  parallelem ent 
ala  base,  ou  au  plan  des  xy,  a  une  distance  quelconque  z  de 
celui-ci;  et  dont  la  projection  sur  ce  plan  soit  representee  par  lo 
Waagle  <tbct  sembWrle  ä  fä  base  ABC,  nous  pourrons,  a  Taide 

Digitized  by  Google 


252  Lobatto:  Note  sur  Vetatuotton  des  Integrale* 

de  ce  qui  a  tftt  trouve  au  n°.  prec6dent,eraluer  l'iotegrale ffxydxdy 
äfendue  ä  la  sectloo  «6c,  en  fonction  de  la  distance  i,  ce  qui  coo- 
duira  directement  ä  la  valeur  de  ('integrale  triple  qn'il  sagit  de 
trouver. 

A  cet  effet  il  faudra  remplacer  dans  la  form.  (3)  l'aire  J  par 
celle  du  triangle  abc,  et  les  six  coordonnees  a,  b  etc.  par  celle^ 
des  trois  so  mm  et«  a,  b,  c.   Soit  A  l'aire  de  la  face  ABC,  celle 

(h  —  z\% 
.  "  )  A,  Quant 

auz  valears  des  six  coordonnees  en  fonction  de  z,  on  troavera 
factlement,  a  laide  de  la  ögure  pour  Celles 

dans  le  «en«  de*  x  dann  le  «en«  de«  V 


az  pz 
du  point  a  *j ; 

du  point  6  (a"~  o)  j ,  ^2  ; 

du  point  c  «'-V-a)^, 

Substituant  ces  valeurs  a  la  place  de  a,  6,  a',  6',  6V  daos 
la  form.  (3),  on  obtiendra  pour  l'integrale  JJJxydxdydz  eiendue 
au  volume  entier  de  la  pyramide,  une  expressioo  de  la  forme 

o 

» 

oü  les  coeflQciens  P,  Q,  R  ne  dopenden t  que  des  cinq  coordon- 
nees «,  ß,  a',  ß',  «". 
Or  puisqu'ou  a 


il  en  r^sulte: 


(4) 


Jffxydxdydt = ^  1 20P  +  5Q  +  2Ä)  =       20P+  5Q  +  2/?  | . 
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en  introduisant  la  masse  M  de  la  pyramide.  II  ne  nous  reste 
encore  qu'a  däterrainer  les  valeurs  de»  quantitls  P,  Q,  R*  Pour 
cela  observons  qu'il  räsulte  de  la  composition  syraeHrique-de  la 
form.  (3)  que  lorsque  cos  valeurs  auront  ete*  obtenues  pour  les 
coordonnees  de  deux  quelconques  des  trois  sommets,  par  ex.  pour 
les  points  a  et  c,  on  en  d^duira  sans  peine  Celles  qui  sc  rappor- 
tent  aux  deuxaatrescombinaisons.  En  effet,  la  partie  de  la  fonction 

relative  seulement  a  ces  points  a  et  c,  aura  pour  expression 

(a'_(,'_2«)£)(0'--(/S'  -2/5)  |) 

dou  Ion  tire : 

Q  =  (2«  -  «')  ß'  -f  (2/J — 0') «'  ^  2  (a£'  +  «'/3  —  «'/S') , 
Ä  =  <ir,j5'  +  4a0— 2a'/5  -  2«/5' , 
20P  +  5«  +  2Ä  =  2{4«/J  +  fW0'  +  3a/3'  -f  3a//J|.  (5) 
Poor  la  partie  relative  aux  points  b,  c,  on  aura  l'expression 

(«'  -I-  a»  -  (a'  f  a"— 2«)    03'— <ß'  -2ft|). 

II  ne  sagira  donc  que  de  reruplacer  dans  la  form.  (5)  la  quantite 
er*  par  o'+o"  pour  en  däduire  immldiatement  la  valeur  que  cette 
fonetion  prendra  pour  la  partie  relative  a  ces  deux  points.  On 
obtieodra  ainsi  par  suite  de  ce  changeroent 

2{4aß  -f  6/3' (a'  +  O  +  3cr/5'  +  3(«/  +  o*)/*).  (6) 

De  meine  la  partie  relative  aux  poiots  a,  6  se  deduira  de 
l'expression  (5)  en  changeant  o'  en  a",  et  faieant  £'  =  0,  ce  qul 
fournira  la  valeur 

2(4«0-f3a"0).  (7) 

Prenant  roaintenant  la  somme  des  quantite»  (5),  (6),  (7)  il 
en  resnltera  pour  la  valeur  complete  de  la  fonction 

20P+5Q+2Ä 

l'expression 

%4aß  +  24*' ß'  +  I2«'0  +  12a|3'  +  12a"  ß'  +  \2*"ß 
=  12;  «(20  +  ß') 4  a' (23' 4  fi)  +       -f  , 
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♦  \ 

d'ou  I  on  tire  finalement  pour  I  integrale  cherchee  : 

3.   La  seconde  des  trois  integrales  ä  de'terminer 

JJJ  xzdxdydz 

pourra  s'obtenir  d'une  maniere  plus  expäditive  que  la  precedente. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

/  zdi  ff jciLnhj 

on  remarquera  de  suite  que  l'integrale  double  qu'elle  renferme, 
exprime  pour  une  section  quelconque  abc  le  moment  de  ce  tri- 
angle  par  rapport  a  Taxe  des  y  ou  en  d'autres  termes  le  produit 
de  Taire  de  ce  triangle  par  la  distance  de  son  centre  de  gravite 
a  Taxe  Ay.  L)'apr6s  les  valeurs  indique'es  au  n°.  prec^dent  pour 
les  coordonnäes  des  points  a,  b,  c,  on  aura  pour  la  distance 
dont  il  s'agit 

=  (a  - 1  («'  +  ff))  j  +  I  («'  +  «")  =  (a - y)  |  -f  y , 
en  mettant  pour  abr^ger  «' -f  a"  =  3y.    II  en  resulte 

ffxdxdy^  aQ^J  ((«-y)|  +  y). 

Partant 

A    Ph  2 
fjjxtdxdydz  =  ^  J     (/*  -  ;)*  { (a  -  y)  j  +  y }  zdi 

o 

=  ^C2a +  + 

Quant  ä  la  troisitrmc  integrale  fff-ydxdydz,  que  Ton  pourra 
e*crire  sous  la  forme 

fzdz  ffydxdy 
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00  voit  que  la  double  integrale  qu  elle  renferme,  exprinie  le  pro- 
doit  de  l'aire  da  triangle  abc  par  la  distance  de  son  centre  de 
gravite  a  Taxe  des  x\  distance  qui  a  pour  valeur 

i',(3ß-ß')^+ß'\. 

Dodc 

ffftydxdydt  =  jjj  f  *  (h  -  x)*'|  (3/J  -  ß')  |  +  ß'  |  tdz 

o 

=  £i\MW-ß')h*+r'tß'h*l 

=  ^(2/3  +  |3')  =  Sw  +  /''). 

4.   Oes  trois  integrales  fx2dm,  fyldm%  fi2dm,  qui  restent 

1  eraluer,  la  derniere  s'obtient  directenient  en  observant  qu'on  a 

/Mm  =fz*dzJJ'dxdy, 

«t  que  la  double  integrale  fj dxdy  prise  en  mnsiderant  x  comme 
mc  constante ,  exprime  l'aire  d'une  section  du  solide  parallele  a 
la  base,  et  ä  nne  distance  z  de  ce  plan,  ee  qui  donne  de  suite 

Jffz2dxdydz  =AJ     C^J  *dz  =  {9Ah*  =  ^  • 

o 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  deux  autrea  integrales  qui  re- 

fiennent  ä 

fdzffx2dxdyt  fdzffy2dxdy 

il  faodra  chercher  celles  des  doubles  integrales  ffx2dxdy,  ff y2dxdy 
*tendoes  a  toute  la  surface  d'un  triangle  sitae*  dans  le  plan  des 
*i  y  et  dont  Tun  des  cotes  est  dinge*  parallelement  ä  Taxe  des 
*•  Soit  abc  (Taf.  V.  Fig.  3.)  ee  triangle.  Evaluons  d'abord  ces 
"■teerales  en  prenant  le  sommet  a  pour  origine  des  coordonnöes 
vJ|  nous  dlsignerons  par  xJ ,  y'  en  les  supposant  paralleles  aux 
x>  y-  Partageons  le  triangle  en  deux  triangles  re  et  an  gl  es  aed, 
b(t  Soicnt 

ad  —  a0J    bd  =  at,    ab  =  r;0  |  al  =  a 
^  la  perpendiculaire  cb  =  6. 
L  integrale 


t 
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etendue  seulement  au  triangle  acd,  a  eVidemment  pour  valeur 

I 

On  aura  de  meine  pour  le  triangle  acdt  ^%atb3.  Par  consequent 
la  valeur  de  l'integrale  ötendue  ä  toute  la  surface  du  triangle  abc, 
deviendra 

■ 

T\("o  +  "i)68=rVi6s=l6*./; 

./  designant  l'aire  du  triangle. 

II  est  facile  maintenant  d  en  deduire  la  valeur  relative  au 
Systeme  d'axes  Ox ,  Oy,  en  remplacanl  x  et  y  par  x'  +  p,  y$  ■+  q. 
p  et  q  etant  les  coordonnöes  du  point  A  par  rapport  au  second 
Systeme  d'axes.    On  aura  ainsi 

Jfy*dxdy  =  ff(y'  +  q)*dx'dy*  =  ffy^dx'dy'  f  »qffy'dx'dy1  +  9«/ 

et  puisque  ('integrale  ff  y'dx'dy'  exprime  le  moment  du  triangle 
par  rapport  a  l'nxe  des  x'  t  ayant  pour  valeur  J  \  7,  il  vieodra 

ffy*dxdy  =  /  { |p  +  ^  +  9*!.  ( A) 

Quant  a  l'integrale  ffx'Mx'dy'  =  fx^y'dx1  e*teodue  au  triangle 
acd,  sa  valeur  est  evidemment  egale  ä 


-J       x'*dx'  =  \a0>b. 


Ü 

II  eu  resultera  pour  la  surface  eotiere  du  triangle  abc 
JJx'*dx'dy'  =  J6(a0»  +  fll>)  =  {J 

Partant 

ffx*dxdy  ^ffix1  +  p)*dx'dy*  =  fjx'*dx'dy'  Y  2pffx'dx'dy'+ p*J 
=  •/ 1  ;(«of  +        oofli)  +  y  K +«)  +  f>*l.  (B) 

Pour  que  les  integrales  que  nous  venons  de  trouver  puissent 
servir  a  I  e  \  alnation  des  integrales  / x2dm ,  / y*dm ,  il  restera  4 
les  i'xprimer  eu  Function  de  la  variable  z.    A  cet  effet  il  faudra  y 
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remplacer  Taire  J  par  A^jj^  ;  les  coordonoöes       9  par  "* 

^;  les  dUtances  a0,  <z  par  ot  ^  ^  ^ »  «*— ^-^  et  la  bauteur  6 
par  y ^  ^.    A  Taide  de  ces  snbstitutions  on  obtiendra: 

=  ^  t  (3a'*  +  a"»-3a'a")  io  +  «(«'  +  «")  ^  +  ^  I 
=     I  a*  +  Öa'*  +  3a"*  +  aa'  +  aa"  -  9a'a*  I. 

En  ajoutant  deux  ä  deux  les  trois  integrales  fx*dm ,  f y%dm, 
fx*dtn,  on  obtiendra  les  valeurs  des  moraents  d'inertie  de  la  Pyra- 
mide relati?ement  ä  cbacoo  des  trois  axes  coordoones. 

5.  Neuis  allons  examiner  en  demier  lieu  s'il  existe  one  classe 
particuliere  de  pyramides  pour  laquelle  l'arete  Ax  puiese  devenir 
1111  axe  principal  de  rotation.  A  cet  effet,  il  faudra  que  les  deux 
Premiers  integrales  s'eranouissent  ä  la  fois,  ce  qui  fournit  les  deux 
condirions 

* 

u&ß  +  ß')  +  a'  (2^  +  ß) +aw  (ß+ß') =0,    2«  +  «*  +  a"  =  0. 

En  mettant  la  premiere  de  ces  equations  sous  la  forme 

(2«  +  a')  ß  -f  («  +  2«')  y  +  a"  0  +  0')  =  0 

et  y  rempla^ant  2a  +  a'  par  sa  valeur  —  a"  doiinee  par  la  secoiide 
euuatiou,  il  viendra 

(a  +  2a')ß'  +  a"ß'  =  0   ou    «  +  «"+2a'  =  0 

dou  l'ou  obtient  eo  eTiminant  et", 

a'  =  «  et    cr,  +  3«"=0. 
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Ces  nteultats  montrent  en  premier  lieu  que  la  projection  Ct 
de  I'arete  CT  a  une  directioo  perpendiculaire  a  Tarnte  AB>  ou 
bien  que  ces  deux  aretes  se  croiseront  perpen  dien  lai  rem  ent,  et 
ensuite  que  la  projection  du  sommet  sera  situ4e  de  l'autre  cote 
de  Taxe  des  y  ä  une  distance  de  celle-ci  egale  au  tiers  de  la  Ion- 
gueur  AB.  Teiles  sont  donc  les  conditions  exige'ea  pour  que 
cette  deraiere  arete  devienne  un  axe  principal  de  rotation  relatt- 
vement  au  sommet  A. 


xxr. 

Ueber  das  Wetterleuchten. 

Von 

Herrn  R  Augustin  Reslhuber, 

Direclor  der  Sternwarte  zu  Krerairnüntter,  corresp.  Mitglied  der 

kalt.  Akademie  der  Wieeenechaften. 

(Aue  dem  XXVIII.  Baude.  Nr.  3.  Seite  177.  de»  Jahrgänge»  1858  der  Sitzann- 
berichte  der  mathem.-naturvr.  Claase  der  kais.  Akademie  der  Wiweiwchaftea 

tu.  Wien  besondere  abgedruckt.) 


Der  Aufsatz,  den  ich  der  hohen  kais.  Akademie  vorzulegen 
mir  die  Freiheit  nehme,  wurde  zum  grossen  Theile  bereits  im 
Fruhlinge  des  Jahres  1856  niedergeschrieben,  aber  wegen  des 
Abwartens  einer  grosseren  Zahl  von  Beobachtungen  im  Jahre  1856 
zar  Aufklärung  des  abgehandelten  Gegenstandes  erst  gegen  Ende 
des  Jahres  1857  vollendet.  Veranlassung  hiezu  gab  eine  Bemer- 
kung des  Herrn  Dr.  Fried  mann  in  München,  welcher  in  sei- 
nen mit  sehr  grosser  Gediegenheit  und  Fachkenntniss  geschrie- 
benen meteorologischen  Berichten  (veröffentlicht  in  der  allgemeinen 
Augsburger  Zeitung)  vom  Monate  Jänner  1856  bemerkte,  „dass 
man  am  Abende  des  24.  Jänner  zu  München  bei  heiterem  Him- 
mel in  der  Richtung  gegen  West  ein  starkes  Wetterleuchten 
beobachtet  habe."  Der  Berichterstatter  fügt  noch  bei,  „dass  dieses 
Phänomen  noch  immer  nicht  gehörig  aufgeklärt  sei." 
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Als  ich  diese  Nachricht  las,  schlug  ich  mein  Tagebuch  auf, 
io  welches  ich  mir  alle  auffallenden  Erscheinungen,  so  viele  deren 
it  ineiner  Kenntnis*  kommen,  sorgfaltig  einzeichne,  und  finde 
eingeschrieben : 

„24.  Jänner  1856,  Stürme  mit  Blitz  nnd  Donner  in  Ant- 
werpen, Gent,  besonders  stark  in  Ostende,  St.  Willibrod, 
Courtrai,  Verviers,  Namor,  Huy,  Lille,  Hawe,  Frank  fort, 
Com,  Bonn,  Aachen,  Trier,  Mainz,  Aschaffenburg  etc."; 

t*  kann  sonach  kaum  ein  Zweifel  sein,  dass  das  in  München 
beobachtete  Wetterleuchten  In  dem  so  weit  verbreiteten  Gewitter 
seinen  Grund  hatte. 

Io  der  Zeitschrift  „Wuchentl.  Unterhaltungen  im  Ge- 
biete der  Astron.,  Meteoro  log.  nnd  Geograph/',  von  Dr.  G. 
A.  Jahn  in  Leipzig,  befindet  sich  in  Nr.  17.  des  Jahrg.  1855,  S.  J35. 
ein  Bericht  des  Herrn  Sulzer,  Pfarrers  zu  Ittendorf  am  Boden - 
«ee,  „dies  man  am  14.  April  1855  von  8*  15»  Abends  bis  10*  im 
Ost  über  oder  hinter  einer  kaum  einige  Grade  hoben  Wolken- 
achiebte  ein  starkes  Wetterleuchten  beobachtet  habe.  Das  Auf- 
leuchten folgte  sich  durchschnittlich  in  Interwallen  von  8-10  Se- 
cnoden;  da  ist  denn  doch  nicht  wohl  anzunehmen,  dass  dieses 
Her  Wiederschein  eines  fernen  Gewitters  gewesen  sei;  denn  was 
müsste  das  ftSr  ein  Gewitter  sein»  wo  auf  die  Minute  sechs  Blitz* 
schlage  fallen'4  (es  gibt  wohl  oft  noch  blitzreichere  Gewitter)  „und 
so  eine  ganze  Stunde,  und  überdies  am  14.  April." 

Ich  beobachtete  an  demselben  Abende  bei  ganz  heiterem  Him- 
mel von  8*  bis  10*  Abends  im  West  und  Nordwest  häufiges  Blitzen; 
gegen  12*  Nachts  uberzog  sich  der  Himmel  mit  Haufenwolken, 
die  eine  sehr  schnelle  Bewegung  von  West  gegen  Ost  hatten,  ich 
rermuthete  in  ihnen  die  Ueherreste  eines  zerstäubten  Gewitters; 
um  2  Uhr  Morgens  war  der  Himmel  bei  nos  wieder  wolkenfrei. 
Wir  beide  Beobachtet  hatten  «onach  den  Herd  der  Blitze  in  un- 
terer Mitte.  Bald  erfuhr  ich  aus  der  allgemeinen  Augsburger 
Zeitung,  dass  sich  an  jenem  Abende  über  München  und  Umgegend 
ein  schweres  Gewitter  entladen  habe.  Auch  in  Bodenbach  finde 
ich  an  diesem  Abende  in  dem  meteorologischen  Monatsberichte 
der  k.  k.  Central  -  Anstalt  ein  Gewitter  angeführt. 

Somit  ist  das  räthselnafte  Phänomen  in  diesem  Falle  genügend 
aufgeklärt. 

Am  26.  Februar  1854  beobachtete  man  zu  Salzburg  zwischen 
3  nnd  4  Uhr  Mergens  im  Ost  mehrmaliges  Blitzen;  hier  zu  glei- 
cher Zeit  im  West  und  Nordwest  bei  fast  ganz  reinem  Himmel, 
und  vernahm  sehr  fernen  Donner;  vorher  tobte  die  ganze  Nacht 
ein  orkanartiger  Südwestwind ;  um  3A  45«  Morgens  überzog  sich 
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der  Himmel ,  heftiges  Schneegestöber  begann  und  hielt  durch  eine 
Stunde  an. 

Zu  Ried  im  Innkreise  entlud  sich  ein  starkes  Gewitter,  der 
Blitz  schlug  in  den  Pfarrthurm,  zertrümmerte  alles  Holzwerk  der 
ober  dem  Glockenhause  befindlichen  Theile,  das  Gebalk  fing  Feuer, 
der  Brand  konnte  nur  mit  grosster  Anstrengung  gelöscht  werden. 
Das  Gewitter  zog  an  uns  auf  der  Nordseite  vorüber. 

Ich  fährte  diese  drei  Fälle  umständlicher  an,  weil  diese  Ge- 
witter zu  ungewöhnlichen  Zeiten  vorkamen  und  solche  ausser- 
ordentliche Erscheinungen  gewöhnlich  durch  Zeitungsberichte  io 
einem  grosseren  Kreise  bekannt  werden. 

Im  Sommer  ist  man  an  Gewitter  gewohnt;  beobachtet  man 
nun  an  einem  heiteren  Abende  an  irgend  einer  Stelle  des  Hori- 
zontes das  sogenannte  Wetterleuchten,  so  erfährt  man  selten  etwa* 
von  Gewittern  in  entfernteren  Gegenden,  besonders  wenn  diese 
nicht  mit  auffallenden  verheerenden  Folgen  begleitet  sind. 

Obgleich  ich  fBr  meine  Person  mir  aus  viel  jähriger  Erfahrung 
durch  aufmerksames  Beohachten  aller  Verhältnisse  die  dem  Phä- 
nomene des  Wetterleuchtens  vorangehen,  dasselbe  begleiten  und 
welche  dieser  Erscheinung  nachfolgen,  langst  die  feste  Uebeneu- 
gung  verschafft  habe,  in  Uebcreinstimmung  mit  dem  Urtheile  aller 
aufmerksamen  Naturforscher,  dass  das  Wetterleuchten,  wenn  es 
sich  in  irgend  einer  Gegend  des  Gesichtskreises  mehrere  Male 
wiederholt,  jederzeit  in  einem  entfernten  Gewitter  seinen  Grund 
habe,  so  entschloss  ich  mich  doch,  da  es  noch  so  Viele  gibt,  die 
den  Zusammenhang  zwischen  Wetterleuchten  und  Gewittern  nicht 
anerkennen  wollen,  den  Gegenstand  einer  weiteren  Untersuchung 
zu  unterziehen;  die  Mittel  hiezu  können  natürlich  nur  Nachrichten 
aus  jenen  Gegenden  geben,  welche  in  der  Richtung  des  beobach- 
teten Wetterleuchtens  liegen. 

Die  grosse  Ausdehnung,  welche  das  Netz  von  meteorologischen 
Benbachtungs- Stationen  im  österreichischen  Kaiserstaate  unter 
dem  Schutze  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  durch  die 
ruhmliche  Thätigkeit  der  k.  k.  Central- Anstalt  für  Meteorologie 
und  Erdmagnetismus  seit  wenigen  Jahren  gewonnen  hat,  und  das 
reiche  angesammelte  Beobachtungs-Material  geben  die  besten  Mittel 
an  die  Hand,  in  diesen  Gegenstand  gründlich  einzugehen  und  da» 
Manchem  noch  so  rathselhafte  Phänomen  vollkommen  aufzuklären. 

Man  versteht  unter  Wetterleuchten  im  Allgemeinen 
jedwede  blitzähnliche  Lieb terscheinung,  welche  von 
keiner  vernehmbaren  Detonation  begleitet  ist  Voodem 
eigentlichen  Wetterleuchten  aber  kommen  auszuscheiden  alte  ver- 
einzelten Lichterscheinungen,  die  von  helleren  Sternschnuppe*. 
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Feuerkugeln  herrühren,  kommen  auszuscheiden  die  Erscheintingen 
des  Zodiakallichtes,  der  Polarlichter,  so  dass  man  also  unter 
Wetterleuchten  versteht  mehrere  Male  wiederholtes 
Blitzen  in  irgend  einer  Himmelsgegend»  ohne  dass  man 
iDgleich  eine  Detonation  vernimmt,  uod  diese  meisten- 
teils bei  heiterem  Himmel;  und  solchen  Lichter- 
scheinungen liegt  nach  dem  Urtheile  und  nach  vielfacher  Er- 
fahrung aufmerksamer  Beobachter  jederzeit  ein  entferntes 
Gewitter  zu  Grunde. 

Wenn  der  gemeine  Mann  in  irgend  einer  Richtung  das  Wet- 
terleuchten beobachtet,  so  pflegt  er  zu  sagen,  und  dieses  wahr* 
scheinlich  nicht  ohne  einen  Erfahrungsgrund ,  „der  Himmel 
kühle  sich  ab;"  und  er  hnt  Recht,  denn  es  erfolgt  in  den  mei- 
sten Fällen  eine  Depression  der  Temperatur  der  Luft.  Ist  schon 
das  Entstehen  der  Gewitter  durch  das  Zusammentreffen  wärmerer 
Dunstschichten  mit  kälteren  bedingt,  wodurch  die  Temperatur 
der  ersteren  erniedriget  wird,  die  Dünste  condensirt  nnd  häufige 
Niederschläge  veranlasst  werden,  so  bewirkt  in  Folge  des  Ge- 
witters die  raschere  Verdunstung  des  Wassers  an  der  Oberfläche 
der  Erde  (da  durch  die  Niederschläge  die  Luft  trockener  wurde, 
uod  nun  wieder  neue  Dünste  aufnehmen  kann)  eine  Herabstim- 
mung der  Temperatur,  indem  bei  jeder  Verdunstung  ein  gewisses 
Quantum  Wärme  gebunden  wird.  Diese  Abkühlung  beschränkt 
sich  aber  nicht  bloss  auf  den  Ort  des  Gewitters,  sondern  verbrei- 
tet sich  wegen  des  gestorten  Gleichgewichtes  der  Luft  einer  Ge- 
nend auch  in  einem  grosseren  Umkreise.  Ist  das  Wetterleuchten 
in  einem  entfernten  Gewitter  begründet,  so  ist  die  Abkühlung  der 
Luft  eine  noth wendige  Folge,  und  der  Spruch  des  gemeinen 
Mannes  gerechtfertiget. 

Wenn  ein  Gewitter  von  stärkerer  Intensität  aus  einer  Gegend 
abgezogen  ist,  so  sieht  man  io  der  Richtung  des  Weges,  den  es 
eingeschlagen,  oft  ooch  lange  fortblitzen  ;  selbst  wenn  die  Ge- 
witterwolken längst  aus  unserem  Gesichtskreise  entschwunden 
sind  und  kein  Donner  mehr  vernehmbar  ist,  leuchten  die  Blitze 
noch  besonders  in  dunkler  Nacht  nnd  bei  reinem  Himmel  am  fer- 
nen Horizonte  berauf;  keinem  Menschen  wird  es  einfallen,  darin 
etwas  Ungewöhnliches  zu  erblicken. 

Sieht  man  in  jener  Richtung,  woher  die  Gewitter  regelmässig 
kommen,  bei  ganz  reinem  Himmel  das  Aufleuchten  von  Blitzen, 
so  loset  sich  häufig  das  Räthsel  sehr  bald;  das  Gewitter,  welches 
früher  unter  unserem  Horizonte  stand,  von  dem  wir  nur  den 
Reflex  der  Blitze  in  der  Luft  sahen,  steigt  allmählich  empor  und 
sebt  den  Weg,  den  die  durch  dasselbe  seihst  veranlasste  Luft« 
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Strömung  es  ziehen  heisst;  wir  erhalten  die  Aufklärung  des  Phä- 
nomens des  Wetterleuchtens  oft  auf  die  nachdrücklichste  und  an- 

liebsamste  Weise. 

Manchmal  trifft  es  sich  auch,  dass  das  Gewitter  sich  früher 
erschöpft,  die  mit  Lichterscheinungen  verbundenen  elektrischen 
Entladungen  aufhören,  bevor  es  unseren  Ort  erreicht  (und  einmal 
und  in  einer  Gegend  muss  ja  jedes  Donnerwetter  ein  Ende  nehmen), 
dann  ziehen  wenigstens  die  Ueberreste,  die  Wolken  Ober  uns 
dahin,  und  bringen  nicht  selten  gedeihlichen  Regen. 

Das  Manchem  so  problematische  Wetterleuchten,  über  welches 
wir  nicht  immer  gleich  Aufklärung  erhalten,  sieht  man  am  meisten 
in  jenen  Gegenden  des  Horizontes,  woher  fär  einen  bestimmten 
Ort  Gewitter  in  der  Regel  nicht  kommen.  Bei  uns  ist  der  ordent- 
liche Zug  der  Donoerwetter  aus  West,  Sudwest,  Nordwest ;  ganz 
nahe  Gewitter,  die  durch  das  Zenith  des  Ortes  gehen  (sogenannte 
überstehende  Gewitter)  sind  bei  uns  wenig;  im  Mittel  aus  viel- 
jährigen Beobachtungen  kommen  auf  das  Jahr  8  nahe  und  22  ent- 
fernte Gewitter;  die  meisten  ziehen  auf  der  Sudseite  längs  der 
Alpen,  oder  auf  der  Mordseite  entlang  der  Flüsse  Traun  und  Donau 
vorüber. 

Wir  sehen  daher  das  Wetterleuchten  am  öftesten  im  SW., 
S.,  SO.,  oder  im  NW.,  N.,  NO.  Beobachtet  man  das  Phänomen 
genauer,  so  bemerkt  man  ein  Weiterrücken  der  Stelle,  wo  die 
Blitze  aufleuchten,  ganz  entsprechend  dem  gcwöhnlkheo  Zöge 
eines  Gewitters. 

Vielfache  Erfahrung  lehrt,  dass  man  besonders  bei  heiterem 
Himmel,  wenn  kein  vorstehendes  Gewölk  die  möglichst  weite  Fern- 
sicht am  Horizonte  in  einer  offenen  Gegend  hindert,  den  Reflex 
der  Blitze  in  der  Luft  von  einem  unter  unserem  Horizonte*  stehen- 
den Gewitter  auf  30  und  noch  mehr  Meilen  Entfernung  sieht 

Berücksichtigt  man  die  atmosphärischen  Verhältnisse,  welche 
dem  Phänomene  vorangehen,  dasselbe  begleiten  und  die  demsel- 
ben folgen,  wie  den  Luft-  und  Dunstdruck,  die  Temperatur,  die 
Feuchtigkeit  der  Luft,  den  Wind,  Wolkenzug,  so  ist  der  Sctriuss* 
das  Wetterleuchten  hänge  mit  einem  entfernten  Gewitter  zusam- 
men, nicht  nur  kein  gewagter,  sondern  wir  erwarteten  nach  den 
obwaltenden  Verhältnissen  der  Atmosphäre  für  die  eigene"  tfegenri 
selbst,  was  wir  über  eine  fernere,  wenn  auch  nur  im  Abglarize 
der  Blitze  dahinziehen  sehen. 

Selten  ist  der  Himmel  in  4er  Gegend  des  Wetterleuchtens 
ganz  vollkommen  rein;  die  Dunkelheit  der  Naobt  läse* uns  feine 
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Cirrus  von  dem  gewöhnlichen  Dunste  oft  schwer,  höchstens  beim 
Aufleuchten  der  Blitze  unterscheiden,  und  diese  Cirrus  sind  die 
Anzeichen,  dass  noch  tiefer  unten  dichteres  Gewolk  sich  finde, 
wo  die  Quelle  der  Blitze  zu  suchen  ist  Sieht  man  aber  von 
seinem  Beobachtungsorte  aus  am  fernen  Horizonte  Wolken  lagern» 
aus  denen  zeitweilig  Blitze  aufleuchten,  so  ist  es  ja  doch  ange- 
>ner,  wenn  man  schon  den  obersten  Theil  des  Schornsteines 
Feuerherde  sieht,  die  Erscheinung  auf  die  natürliche  Weise 
xb  erklären,  anstatt  zu  erzwungenen  Hypothesen  seine  Zuflucht 


Sieht  man  nach  einer  Nacht  mit  Wetterleuchten  am  Morgen 
die  meteorologischen  Instrumente  und  den  Himmel  an,  so  findet 
man  fast  durchweg  das  Barometer  gestiegen,  die  Temperatur  er- 
niedrigt, den  Himmel  mit  Wolken  umzogen,  die  uns  häufig  reich- 
lichen Regen  spenden ;  nur  in  dem  Falle,  wenn  ich  Wetterleuchten 
tief  Im  SO.  oder  O.  beobachtete,  ohne  dass  von  unserer  Gegend 
dahin  ein  Gewitter  abzog,  trifft  es  sich  Dflers,  dass  die  meteoro- 
logischen Instrumente  von  den  Vorgängen  im  fernen  Osten  keine 
kande  geben,  der  Himmel  heiter  bleibt,  wenn  die  Strömung  der 
Luit  nach  jener  uegend  gericntet  ist. 


Die  zähesten  Vertbeidiger  des  Wetterleuchtens  als  eines  selbst- 
standigen,  Ton  einem  Gewitter  unabhängigen  Pbänomenes  berufen 
sich  auf  die  manchmal  gemachte  Erfahrung,  dass  man  aus  hoch- 
stehenden Wolken  häufige  Blitze  fahren  gesehen  hat,  ohne  einen 
Donoer  vernommen  zu  haben. 

So  berichtet  R.  Stockmann  aus  Pirna  (m. s.  Unterhai« 
fangen  im  Gebiete  der  Astronomie,  Meteorologie  and 
Geographie  von  Dr.  G.  A.  Jahn  in  Leipzig,  Jahrg.  VIII. 
p.391): 

„Am  14.  Juni  dieses  Jahres  (1854)  genossen  wir  die  seltene 
Erscheinung,  ein  wetterleuchtendes  Gewölk  über  unserem  Haupte 
vorbeiziehen  zu  sehen,  die  brillanteste  Erscheinung  der  Art,  die 
ich  je  gesehen.  Das  häufige  aber  stets  geräuschlose,  seeunden- 
lange  zuckend  ausstrahlende  Licht  aus  einzelnen  Wolkeotheilen, 
8  bis  10,000  Fuss  Ober  uns,  die  dann  und  wann  Sternschnuppen - 
artig  an  den  Wolkenrändern  rentlang  schiessenden  elektrischen 
Funken,  die  das  ganze  innere  Gewölk  aufschliossende  Beleuchtung, 
so  wie  die  der  Landschaft,  gaben  ein  Schauspiel,  wie  ich  es  ausser- 
dem in  ähnlicher  Weise  nur  dreimal  gesehen.  Die  lange  Dauer 
ron  8*  30»»  bis  12*  erlaubte  jede  Art  hierher  gehörender  Beob- 
igen anzustellen,  und  gerne,  sollte  es  gewünscht  werden, 
ich  mit  einem  Auszuge  meines  Tagebuches  zu  Diensten." 
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Aehnliche  Fälle  werden  auch  in  Gehl  er 's  physikalischem 
Wörterbuche  unter  dem  Artikel  „Wetterleuchten"  angefahrt 

Ich  selbst  habe  eine  ähnliche  Erscheinung  nie  gesehen,  aber 
bei  hochgehenden  Gewittern  schon  oft  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  man  nicht  auf  jeden  Blitz  einen  Donner  vernimmt,  wohl  aber 
hei  schnell  sich  folgenden  elektrischen  Entladungen  ein  bestandi- 
ges Rollen  des  Donners  hurbar  ist. 

Dass  Gewitter  oft  in  einer  bedeutenden  Hohe  vor* 
(ib  er  ziehen,  ist  bekannt;  am  besten  uberzeugt  man  sich  hieven 
im  Gebirge.  Die  Bewohner  des  Cbamouni-Thales,  versichern, 'das* 
Gewitter  zuweilen  höher  als  der  Montblanc  (14,800  Fuss)  gehen 
(Kämtz  Meteorologie).  Ist  es  nun  in  einem  solchen  Falle  nicht 
vielleicht  möglich,  dass  man  den  Donner  wegen  der  grossen  Hübe 
nicht  huren  kann?  es  kommt  hier  sehr  viel  auf  die  Verbältnisse 
der  Umgebung  einer  solchen  Gewitterwolke  und  auf  die  Medien 
au,  durch  welche  der  Schall  bis  zu  unserem  Obre  gelangen  solL 
Sind  keine  den  Schall  reflektirenden  und  durch  die  mehrmalige 
Reflexion  verstärkenden  Wolken  da,  so  kann  er  in  der  Hube  ver- 
hallen, ohne  dass  wir  auf  dem  Boden  etwas  vernehmen.  Oder 
kann  nicht  die  oben  herrschende  Luftströmung  den  Schall  hori- 
zontal fortführen,  dass  zwar  wir  nichts,  aber  seitwärts  des  Gewit- 
ters befindliche  Beobachter  denselben  huren  können? 

Die  Luft  ist  in  grossen  Hüben  bedeutend  danner,  während 
sie  gegen  die  Erdoberfläche  an  Dichte  stetig  zunimmt;  Schall- 
wellen, in  einer  dünnen  Luft  erregt,  werden  geschwächt,  wenn  sie 
in  eine  dichtere  Schiebte  (ibergehen,  und  dieses  um  so  mehr,  je 
stärker  die  Dichtigkeit  der  Luft  gegen  den  Boden  zunimmt 

i 

Schiesst  man  auf  einem  hohen  Berge,  welcher  von 
keinem  seiner  Nachbaren  an  Höhe  erreicht,  viel  weniger  überragt 
wird,  bei  heiterem  Himmel  und  ruhiger  Luft  ein  Feuergewebr 
los,  so  ist  es  möglich,  dass  man  im  Thale  am  Fusse  des  Berge« 
einen  schwachen  Schall  vernimmt;  ist  aber  die  Luft  nur  etwa* 
unruhig  und  im  Thale  bedeutend  dichter  (lagern  Wolken  oder 
Nebel  unter  der  Spitze  des  Berges  in  den  Niederungen),  so  ver- 
hallt der  Schuss  in  den  Huben,  ohne  dass  man  in  der  Tiefe 
etwas  hurt. 

Wird  in  einer  ausgedehnten  Ebene  ziemlich  scbwfi* 
res  Geschütz  bei  stark  bewegter  Luft  abgefeuert,  *o 
vernimmt  man  wohl  den  Schall  sehr  gut  und  weit  in  der  Richtung 
der  LuftstrSmung,  nicht  aber,  oder  nur  auf  geringe  Entfernung  aof 
der  entgegengesetzten  Seite. 
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Loftschiffer  berichten,  das«,  wenn  sie  einmal  in  eine 
bedeutende  Höhe  emporgestiegen  waren,  sie  den  Donner  der  unter 
ihnen  angefeuerten  Kanonen  nicht  mehr  haben  vernehmen  können, 
besonders,  «renn  tinter  ihnen  eine  Wolkenschichte  sich  befand, 
and  doch  geht  die  Fortpflanzung  des  Schalles  nach  oben  leichter 
vor  sich,  als  umgekehrt;  eine  widrige  Luftströmung  in  der  Höhe 
und  die  Verhältnisse  der  Bewölkung  spielen  hier  eine  wichtige 
Rolle. 

Es  ist  sonach  immerhin  möglich,  dass  Gewitter  in 
«rosser  Höhe  über  uns  oder  seitwärts  dahingehen, 
und  wir  keinen  Donner  ungeachtet  reichlicher  Blitze 
vernehmen. 

In  dem  oben  von  R.  Stockmann  angeführten  Falle  finde  ich 
in  dem  Monatsberichte  der  k.  k.  Central- Anstalt  in  Wien  am  glei- 
chen Tage  Gewitter  aufgeführt  zu  Bodenbacb,  Pilsen,  Prag,  Pflrg- 
Btz,  DeuUchbrod,  Czaslau,  Senftenberg,  nur  ist  die  Tageszeit  des 
Gewitters  nicht  beigesetzt. 

Seit  dem  Jahre  1853  veröffentlicht  die  k.  k.  Central -Anstalt 
för  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  in  den  Sitzungsberichten 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  (mathematisch -naturwis- 
senschaftliche Classe)  monatliche  Uebersichtstabellen  über  die 
Witterung  in  Oesterreich  zugleich  mit  Bemerkungen  über  beson- 
dere Erscheinungen ;  aus  diesen  entnahm  ich  för  die  Abende,  an 
welchen  wir  fernes  Blitzen  beobachteten,  ohne  dass  über  unsere 
Gegend  ein  Gewitter  herankam,  oder  ein  solches  von  hier  abzog, 
die  Notizen  Aber  gleichzeitig  an  anderen  Beobachtungsstationen 
des  österreichischen  Kaiserstaates  stattgehabte  Gewitter.   Nur  ist 
bei  der  folgenden  Zusammenstellung  noch  der  Umstand  zu  erwäh- 
nen, dass  in  den  angeführten  Tabellen  wohl  das  Datum  des  Ta- 
zu,  nicht  aber  die  Stunde,  zu  welcher  ein  Gewitter  startfand,  in 
allen  Fällen  angegeben  ist.   Da  jedoch  in  den  meisten  Fällen  bei 
uns  der  Himmel_am  Tage  und  Abende  vollkommen  heiter  war  und 
man  annehmen  kann,  dass  dieser  Zustand  der  Luft  in  einem  grosse* 
reo  Umkreise  von  gleicher  Beschaffenheit  war,  so  kann  man  füg- 
lich 8chliessen,  dass  erst  bei  hereinbrechender  Nacht  die  an  fer- 
neren Orten  aufgeführten  Gewitter  eingetreten  seien.   Unser  Ort 
ist  in  dem  grossen  Netze  der  österreichischen  ßeobachtungsstatio- 
ne»  so  gelegen,  dass  wir  gegen  West  und  West-Nordwest  keine 
Station  mehr  haben,   an  welcher  regelmässige  Beobachtungen 
augestellt  werden;  doch  ist  dieser  Mangel  nicht  so  erheblich,  da 
aas  jenen  Gegenden  unser  gewöhnlicher  Gewitterzug  ist  und  wir 
über  besondere  Vorgänge  im  benachbarten  Baiern  häufig  Nach- 
richten durch  die  allgemeine  Augsburger  Zeitnng  erhalten. 

Thtü  XXXI.  18 
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Blitxen  beobachtet  *« 
K  remsm  unster. 

1853. 

29.  Juni  gegen  Mitternacht  Blitze 

im  NW.;  Himmel  heiter. 

30.  „   um  10*  Ab.  Bl.  im  W., 

rückt  geg.  SW.,  S.,  trüb. 

2.  Aug. um  10*  Ab.  Bl.  im  SW. 

etwas  trüb,  um  2*  Bl.  entf. 
Gew.  im  SW. 

3.  ..   von  9*  Ab.  bis  2*M.  Bl. 

Im  W.,  rückt  gegen  SW., 
S.,  SO.,  heiter. 

26.  „  oftmalig,  im  BI.SW.,  heit. 
24. Sept. 7*  30«  Ab.  Bl.  in  W.  und 
NW.,  trüb. 

24.  „  bis  11*  Nachte  Bl.  im  SW. 
1864. 

26.  Febr.  3*  M.  Bl.  im  NW.,  heiter, 

später  Donner  vernehmb. 
14.  Mai  nach  9*  Ab.  Bl.  im  W., 
trüb. 

20,  Juni  nach  8*  45m  Ab.  im  NW. 
Bl.,  trüb. 

25.  Juli  Bl.  von  8*  bis  9*  Ab.  im 

SW.,  heiter. 

1.  Sept.  Ab.  7*  Bl.  im  S.,  heiter. 

2.  „  Ab.  6*u.9*  Bl.  im  NW. 

heiter. 

ras. 

14.  April  Ab.  8*  bis  nach  10*Bl.ira 
W.  u.  NW.,  heiter,  um 
12*Nachtstrfib  raitCumu- 
lisausW.,  um  2*  Rt.  wie- 
der heiter. 

5.  Mal  9*  Ab.  tief  im  NW.  Bl., 
trüb. 

25.  Juni  Ab.  8*  30mbis  11*  im  SO. 
häufige  Blitze,  heiter. 

27.  „   Ab.  10*  bis  Mittern.  Blitze 

im  SW.  u.  S.,  fast  heiter. 


Zu  gleicher  Zeit 

Gew.  zu  Schussl,  Pürglits,  Trau 

tenau  in  Böhmen. 
Gew.  zu  Lienz,  Salzburg,  Aussee, 

Adraont. 
Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Sab 

bürg. 

Gew.  z.  Bregenz,  Innsbruck,  Lienz, 
Salzburg,  Klagenfurt,  Laibach, 
Adelsberg,  St.  Magdalena. 
Mürzzuschlag. 

Gew.  zu  Bregenz. 

Gew.  .zu  Schussl,  Bodenbach, 
Strakonitz,  Trautenau.Deutscb- 
brod,  Linz  mit  Stürmen. 

Gew.  heftig  zu  Innsbruck. 

Gew.  zu  Ried  im  Innkreise  mit 

SW.  Sturm, 
ein  von  O.  nach  W.  abgezogene* 

Gew. 

Gew.  zu  Schussl,  Bodenbach, 

Strakonitz,   Pürglitz,  Pilsen, 

Deutsebbrod,  Linz. 
Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  AU- 

Aussee. 
Gew.  au  Admont,  Alkus,  Lienz. 

in  der  Nacht  Gew.  au  Liox. 


Gew.  in  München,  Bodenbach. 


Gew.  zu  Schössl,  Deutschbrod. 

Gew.  zu  Laibach. 

Gew.  zu  Admont,  Jolsva. 
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Blatten  beobachtet  tu 

Kreoiflinäntter.  Zn  gleicher  Zeit 

J855. 

31.  Juni  io  der  Nacht  Bl.  im  SW.    Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Gastein, 
und  S.  trüb.  8t.  Paul. 

3.  „    11*  Nacht«  tief  im  SW.    Gew.  zu  Bregenz,  Admont,  CiW. 

Bl.,  heiter. 

7.  8*30"»  Ab.  bis  11*  tief  im  

SO.  Bl.,  heiter. 

8.  „    nach  9*  Ab.  bis  M.  N.  im   Gew.  in  Wilten,  Lienz,  Gastein, 

SW.  Bl.,  heiter.  Aussee,  Admont. 

9.  nach  9*  Ab.  bis  M.N.  hef-   Gew.  in  Korneu  borg, 
tiges  Bl.  im  O.  und  SO., 

trüb. 

13.   „    Nachts  11*  im  SW.  star-   Gew.  in  Lienz,  Gast  ein. 
kes  Bl.,  heiter. 

15.  „    unaufhörliches  Blitzen  v.    Gew.  zu  Pilsen,  Prag,  Pffrglitz. 

10*  bis  12*  Nachts  tief  im 
W.,  NW.  und  N.,  trüb. 

4.  Juli  Ab.  tief  im  SO.  sparsame   Gew.  zu  Klagenfurt,  Laibach, 

Bl.,  trüb.  Adelsberg. 

5.  „    in  der  Nacht  tief  im  S.  Bl.   Gew.  zu  Admont,  Klagenfurt,  Cilli. 

heiter. 

7.  „    10*Ab.tiefimS.ßl.,trüb.  Gew.  zu  Aussee,  Admont,  Kla- 

genfurt, Laibach,  Adelsberg. 

8.  10*  Ab.  im  O.  Bl.,  heiter.  Gew.  zu  Schemnitz. 

8.  „    11*  Nachts  im  S.ßl.,heit.  Gew.  zu  Admont,  Adelsberg. 

9.  „    10*  Ab.  Bl.  im  SO.,  um  Gew.  in  Laibacb,  Klagenfurt,  St. 

11*  im  S.,  heiter.  Magdalena,  Admont,  Aussee. 

16.  „    11*  Ab.imSW. Bl.;in  der  Gew.  zu  Salzburg. 

Nacht  folgte  hier  Regen. 

19.         10*  Ab.  im  SW.  Bl.,  heit.  Gew.  zu  Salzburg. 

23.  „    nach  1 1* Nachts  tief  im  O  

einzelne  Bl.,  trüb. 

23.         von  8*  30«  bis  11*  N.  Bl.  Gew.  zn  Leutsc  hau,  Reichenau. 

im  NW.,  N.,  halb  heiter. 

3.  Aug.  nach  10*  Ab.  tief  im  NW.   Gewitter  zu    Scbössl,  Pilsen, 

starkes  Blitzen,  heiter.        Deutschbrod,  Trantenau. 
8.         Ab.  9*  im  W.,  später  im    Gew.  zu  Reichenau,  Linz. 

NW.,  N.  heftig.  Bl.,  trüb, 

nach  M.N.  Regen. 
28.        gegen  10*  Ab.  im  SW.   Gew.  zu  Aossee. 

Bl.,  heiter. 


18* 
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Blitzen  beobachtet  zu 

Kremsmänster.  Zu  gleicher  Zeit 

1855. 

30.  Aug.  von  10*  Ab.  an  häufiges   Gew.  zu  Bregenz,  OHL 
Bl.  im  SW.,  heiter. 
LSept.Ab.8*imSW.Bl.beiter.   Gew.  zu  Laibach. 

6.  Oct.  von  8*  15"»  Ab.  an  oftroa-    Gew.  zu  Adelsberg. 

liges  Bl.  im  SW.,  rückt 
langsam  gegen  S.  vor,  fast 
heiter. 

7.  „  von  7*  Ab.  bis  M.  N.  tief  Gew.  zu  Laibach,  Adelsberg,  St. 

im  SSW.,  S.  u.  SO.  bäu-  Magdalena. 

figes  Bl.,  Himmel  heiter, 

nur  in  der  Gegend  der  Bl. 

tief  am  Horizonte  eine 

Cirrostratus-Bank. 
27.  „  von  7*  Ab.  bis  M.  N.  tief  Gew.  zu  Kais. 

imSW.,  später  im  S.u. 

SO.,  häufiges  Bl.,  trüb. 
98.  „  von  7*  Ab.  bis  gegen  M.N.   Gew.  in  Lienz,  Gastein,  Laibach, 

Bl.,tief  iraSW.,  rückt  vor  Adelsberg,  Unter-Tilliacb ,  Al- 
gegen S.  u.  SO.,  heiter.      kus,  Inuer-Villgratten,  Wien 

fernes  Gewitter. 
30.  „   von  7*  Ab.  bis  gegen  M.N.   Gew.  in  Adelsberg. 

Bl,  im  S.  u.  SO.,  heiter. 

1856. 

15.  April  von  7*  30»"  bis  8»  Ab.  Bl.   Gew.  zu  Molk,  Gresten. 

im  NO.,  später  im  O. 
15.  „  nach  9*  Ab.  öfteres  Bl.   Gew.  zu  Admont. 

im  S. 

29.  „  von  8*  45OT  bis  9A  30OT  star-  Gew.  zu  Trauteuau  mit  Sturm, 
kes  Bl.  im  SW.,  rückt 
langsam  gegen  W.  und 
NW.,  wo  man  nach  10* 
noch  sparsam  Bl.  auf- 
leuchten sieht. 

26  Mai  Ab^SOMmSO.  BI.,so   Gew.  zu  Wien,  Bodenbach  von 
auch  im  N.  aus  einer  tief-      4*  bis  5*  Ab.  zu  Pürgütz  5*  Ab. 
stehenden  Gewitterw. 
„   Ab.  9*  30«  im  NW.  öfte-   Gew.  zu  Pilsen  10»  Ab. 
res  Bl. 

4.  Juni  von  8*  50"  Ab.  bis  1*30"»   Gew.  südöstlich  von  Lteni. 

M.  Bl.  anfangs  im  SW.,  Gew.  zu  Kirchdorf  von  10*— 12*  N. 
dann  im  S.  u.  SO. ;  Hirn- 
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IL 


Ä 


28. 


30. 


Bilden  beobachtet  zu 
KremimoBiter. 

1856. 

mel  So  jener  Gegend  mit 
Cirras  bedeckt ;  gegen  M. 
N.  aach  hier  trüb. 

5.  Juni  9*  Ah.  bin  lange  nach  M. 
N.  Bl.  anfangs  einzeln  tief 
imW.,  geg.  10*imWN\^ 
gegen  11*  im  NW.  mit  un- 
gemeiner Heftigkeit  (auf 
die  Minute  kamen  Ober 
60  BL) ;  nach  11*  im  N.; 
die  Gewitterwolke  reicht 
8 — 10  Grade  über  den 
Horizont,  hier  im  übrigen 
heiter,  nur  einzelne  flüch- 
tige Cumuli  kamen  aus 
der  Gegend  den  Gew. 

0.  „  von  9*  Ab.  bis  M.  N.  im 
NW.  einzelne  Bl.  in  In- 
tervallen von  1  Min.;  sehr 
tief  am  Horizonte  lagern 
einzelne  Cirras. 

Nachts  10*  ßl.  sehr  tief 
im  SW.  u.  S.,  Citrus  an 
jener  Stelle,  im  übrigen 
hier  heiter. 

Ab.  9»  BL  im  NW.  fast 
ohne  Pause  rückt  geg.  N., 
woselbst  Cirrostratus  in 
einer  Huhevon  10  Graden 
lagern ;  übrigens  heiter. 

11*  Nachte  BL  im  SW., 
rückt  langsam  gegen  S. 
und  SO.;  in  jener  Ge- 
gend Cumuli  bis  zu  einer 
Huhevon  10— 12  Graden, 
Bl.  in  Intervallen  von  30 
See;  übrigens  heiter. 

10*  Ab.  zu  gleicher  Zeit 
BL  im  SW.,  SO.  bis  M. 
N. ;  in  jener  Gegend  Cir- 


Zu  gleicher  Zeit 


Gew.  zu  München  9*  Ab.,  zu 
Böhni.Leipa  10*  Ab.,  von  10* 
40  bis  1*  30-  Gew.  zu  Pilsen, 
Prag,  Senfteuberg,  Olroüz. 


Gew.  in  fast  ganz  Böhmen  mit  der 
Richtung  von  NW.  nach  SO. ; 
zu  Schössl  5*  10»  Ab.,  zu  Pil- 
sen, Prag  um  10*  Ab.  etc. 

Gew.  zu  Bötzen,  Trieut,  Meran 
von  6*  bis  9*  Ab.,  zu  Tröpolacb, 
Ober-Vellach,  St.  Paul,  Kla- 
genfurt, St.  Magdalena. 

Gew.  zu  Böhm.-Leipa  9*  Ab.,  zu 
Pilsen  9*  30«-  Ab.,  zu  Prag. 


Gew.  zu  Innichen,  Meran  heftig, 
Inner-Villgratten,  St.  Jakob  bei 
Gurk,  Ober-Vellach,  Tröpolacb, 
Unter-Tilliach. 


Gew.  mehrere  zu  Lienz  von  7  bis 
1*2*,  zu  Meran  heftig,  zu  Gastet!), 
Kais,  Inner-Villgratten,  Kalk 
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Blitzen  beobachtet  in 
Kremtmüotter. 
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rostratus  bis  zu  10  Gra- 
den Höhe,  sonst  heiter. 

2.  Juli  10*  Ab.  Bl.  Üef  im  SW. 
u.  SO. ;  daselbst  wenige 
Cirrus  von  4—6  Graden 
Höhe,  sonst  heiter. 

4.  „  10*  Ab.  und  später  Bl.  im 
WSW.  und  SSW.  in  In- 
tervallen  v.  10—14  See. ; 
Cirrus  daselbst  in  einer 
Hohe  8— 10 Graden;  der 
übrige  Himmel  heiter. 
12.   n   Ab.  10*  im  W.  Öfteres  Bl. 

worauf  hier  Regen  folgt. 
16.  „  Ab.  8*  bis  1  lh  sparsames 
Bl.  tief  im  W.,  ruckt  ge- 
genN  W.,  woselbst  Cumuli 
lagern. 

16.  „  von&-ll*Bl.iraSW.u. 
S.,  wo  Cumuli  und  Cirrus 
angehäuft  sind. 

24.  „  vom  Dunkelwerden  bis 
über  M.  N.  hinaus  starkes 
Bl.  im  SW.,  gegen  Ende 
im  S.  in  Intervallen  von 
3 — 5  See;  daselbst  Cu- 
muli bis  zu  einer  Hohe 
von  10—15  Graden,  oben 
Lagern  dünne  Cirrus;  der 
übrige  Himmel  heiter. 

31.  „  11*  Nachts  sehr  tief  im 
WSW.  schwaches  Bl. 

2.  Aug.  9*  Ab.  im  SW.  schwach. 

Blitzen. 

3.  „   von  7*  30»  bis  10*  Bl.  im 

SW.,  rückt  langsam  ge- 
gen S.  u.  SO.;  in  jener 
Gegend  Cnmnli  bis  zu  10 
Graden  Hube;  soost  heit. 

4.  „    Ab.  8A  fast  um  den  ganzen 
v     Horizont  Bl.  bis  geg.  M.lN. 


Zu  gleicher  Zeit 

stein,  zu  Plan  heftiges  Gew.  um 
9*;  zu  Tröpolacb  Unt-Tilliach. 
Gew.  zu  Innichen,  Inner-Villgrat- 
ten,  Kalkstein,  Kais,  Lienz, 
Trient,  Unter-Tilliacb,  Klagen- 

Gew.  zu  Trient,  Lienz  6*  Ab.,  zu 
Inner- Villgratten,  Kalkstein, 
Kais,  Gastein  von  6*  30-  bis  7* 
zu  Klagenfurt,  Unter-Tilliach. 


•       .       .       •       .       .  . 

Von  3—5*  Ab.  furchtbares  Gew. 
mit  Hagel,  Wolkenbruch  im 
Berner  Oberlande,  am  Vier- 
waldstädter See,  zu  Zürich  etc. 

Gew.  zu  Trient,  Innichen,  Aassee, 
Admont. 

Gew.  zu  Innichen,  Witten,  Kalk- 
stein, Lienz,  Admont. 


Gew.  südwestlich  von  Bludenz. 

Gew.  zu  Kirchdorf  entfernt  ira  SW. 

Gew.  zu  Lienz,  Bötzen,  Pregrat- 
ten,  Luschariberg,  St.  Paul. 


i 

SW.  Gew.  zu  Bötzen,  Lienz,  Wü- 
ten, Gastein. 
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liftsen  beobachtet  tu 
Krem  um  üncter. 


12. 


17. 


99 


10.  Aug.  Ab.  10*  bis  M.  N.  Bl  im 

SW. 

11.  „    Ab.  10*  bis  M.  N.;BI. 

tief  im  NNO.,  später  im 
NO.,  wo  eine  Cirrostra- 
tus-Bank  von  &— 10  Gra- 
den Hohe  lagert. 
7*  bis  9*  Ab.  Bl.  im  SW.. 
und  später  im  S. ;  Himmel 
heiter. 

Ab.  10*  im  N.  durch  ei- 
nige Zeit  Bl. 
18.   ,»    Nach  9*  Ab.  im  N.  durch 
eine  Stunde  Bl.  mit  gros- 
ser Heftigkeit. 
l.Sept  Ab.  10*  bis  II*  30»  Bl. 
tief  im  NW.,  ruckt  gegen 
N.  vor ;  Himmel  hier  heit 
3.         Ab.  7*  30-  im  W.  mehr- 
mal. Bl.,  worauf  hier  Re- 
gen folgt. 
*2&    „    Ab.  7*  im  SW.,  später  im 
S.  Bl.  mit  grosser  Leb- 
haftigkeit. 
2.  Oct.  Ab.  7*  tief  im  S.  öfteres 
Bl.,  Cirrostratus  io  jener 
Gegend.  Tag  ungewöhn- 
lich warm,  Maximum  der 
Temperatur  21°.  3  R. 


Zu  gleicher  Zeit 

S.  Gew.  zu  St.  Paul  Klagenfurt. 
NW.  Gew.  zu  Schössl,  Pilsen  10* 
bis  12*. 

N.  Gew.  zu  Prag  11*  N.,  Deutsch- 
brod. 

O.  Gew.  zu  Melk,  Greste  n,  Wien, 

Pressburg. 
Gew.  an  mehreren  Orten  Tirols, 

zu  Gastein. 
Gew.  zu  Schössl,  Prag,  Deutsch- 

brod  um  11*  Olmüz  9*— 12*  N., 

Brfinu. 


Gew.  zu  lonicben,  Wilten  7*  Ab., 
Alt -Aussee  7*— 9*  Ab.,  Gratz 
8*-U*30«,  Cilli8*30-. 

Gew.  zu  Pilsen,  Trautenau,  Pü*rg- 
litz,  Schössl. 

Gew.  zu  Pilsen,  Leu  tschau,  Pürg« 
litz,  Prag,  Reichenau. 

Gew.  zu  Schössl  Ab.  7*;  zu  Czas- 


Gew.  zu  Bötzen,  Innichen,  Alkus, 
Lienz  10* N.;  Gastein,  Kirch- 
dorf. 

Gew.  zu  Alkus,  Lienz,  Bötzen, 
Pregratten,  Tröpolach. 
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In  den  hier  aufgeführten  76  Fällen  trifft  es  sieb  nuT  viermal  : 

am   7.  Juni  1855  im  SO., 
„  23.  Juli  1855  im  O., 
„  12.  Juli  1856  im  W., 
„    3.  Sept.  1856  im  W., 

wo  ich  gar  keine  Nachricht  von  einem  gleichzeitigen  Gewitter  habe 
auffinden  können.  In  Betreff  der  beiden  letzten  Fälle  bemerke 
ich»  das*  im  Westen  von  Kremsmünster  keine  meteorologische 
Beobachtungsstation  besteht  und  die  Beobachtungen  in  Salzbarg 
nicht  vollständig  zu  meiner  Kenntniss  gelangten. 

Einen  weiteren  Beleg  für  den  Zusammenhang  des 
Wetterleuchtens  mit  einem  entfernten  unter  dem  Hori- 
soote  des  Beobachtungsortes  stehenden  Gewitter  ge- 
ben die  Beobachtungen  zu  Wien  in  den  Jahren  1853  bis 
1857,  wo  es  sich  in  mehr  als  fünfzig  Fällen  trifft,  dass  jedesmal 
wenn  man  in  Wien  am  äuss ersten  West,  Südwest  oder  Nordwest 
Wetterleuchten  beobachtete,  bei  uns  oder  in  den  Nachbar- 
gegenden*gleicbzeitig  Gewitter  stattfanden. 

Durch  diese  Beobachtungen  gelangt  man  zugleich 
zur  Kenntniss,  bis  auf  welche  Entfernung  das  Auf- 
leuchten der  Blitze  noch  wahrgenommen  werden  kann. 

Es  wird  in  den  oben  angeführten  Fällen  Öfters  der  Umstand 
eintreten,  das  die-Zeit  des  in  Kremsmünster  beobachteten  Wetter- 
leuchtens wegen  der  mangelhaften  Zeitangaben  von  stattgehabten 
Gewittern  an  andern  Orten  nicht  genau  mit  der  zusammenfallt,  tu 
welcher  an  einem  zweiten  Orte  das  Gewitter  im  Zenithe  stand, 
oder  über  jener  Gegend  sich  entlud;  aber  man  erlangt  dennoch 
einen  Anhaltspunkt  zur  genäherten  Bestimmung  der  Entfernungen. 

Es  folgen  hier  in  geographischen  Meilen  die  beiläufigen  Ent 
fernungen  der  im  obigen  Verzeichnisse  aufgeführten  am  weitesten 
von  KrerasmÜQster  abstehenden  Orte,  an  welchen  gleich-  oder 
nahe  gleichzeitig  mit  dem  in  Kremsmünster  beobachteten  Wetter- 
leuchten Donnerwetter  stattgefunden  haben. 

Im  W.  München  entfernt  von  Kremsmünster  37  geogr.  Meilen. 
„  SW.  Bregenz       »       „  „  64     „  „ 

„    „    Innsbruck     „        „  „  44     „  „ 

•«    »•    Lieuz  „        „  33     „  „ 

»*    i»    Gastein  ,      „        „  „  26     „  „ 

H    „    Salzburg      M         „  „  16  „ 
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Im  SW.  Brixen    entfernt  von  KremsmGnster  31  geogr.  Meilen. 


„  „  Bötzen 

•» 

»» 

99 

37 

•» 

99 

„  „  Trient 

»» 

»» 

99 

44 

•» 

9t 

„  S.  Adelsberg 

»» 

»» 

tl 

90 

»» 

»» 

„  SSO.  Klagenfurt 

»> 

»» 

M 

31 

»» 

»» 

m  $»  Laibach 

99 

»» 

»* 

45 

»» 

»» 

„  so.  ciiii 

ff» 

»» 

»»> 

44 

»» 

»» 

„  „  Grate 

»» 

»ff 

»» 

26 

»» 

»» 

„  0.  Wien 

»» 

>» 

»» 

34 

»» 

•  » 

„  „    Schern  nitz 

»» 

»ff 

68 

>• 

»» 

„NO.  Brünn 

»» 

99 

ff» 

32 

»» 

»» 

„  N.  Prag 

»» 

99 

»ff 

44 

»• 

»» 

„  „   B Odenbach 

»» 

9t 

»» 

61 

»» 

• 

»» 

„NW.  SchOssl 

„  „  Deutsebbrod 

»» 

91 

• 

»» 

50 

»» 

»> 

99 

»9 

•  » 

44 

»» 

»• 

„   i>  Pfirglitz 

9t 

9t 

»» 

42 

»» 

»» 

„  „  Pilsen 

»' 

»> 

•ff 

37 

»» 

»» 

Itu  Mittel  von  23  Orten  ergiebt  sich  .   .  =40™. 9  geogr.  Meilen. 
Mit  Hinweglassung  der  drei  entferntesten 
Orte:  Bregenz, Schemnitz, Bodenbach  =37.1       „  „ 
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XVII. 

Ueber  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Punktion 

durch  unendliche  Reihen. 

Von 

Hern  Professor  Dr.  J.  Dienger 

nn  der  polytechnischen  Schule  zu  Curhruhe. 


Die  Fourier'schen  Reiben  bilden  ein  Beispiel  einer  Darstel- 
lung ganz  willkürlicher  Funktionen  durch  unendliche  Reihen;  ähn- 
liche Beispiele  bietet  die  mathematische  Physik  eine  ganze  Menge 
dar,  wohei  freilich  anzuführen  ist,  dass  in  den  meisten  Fällen  der 
direkte  Beweis  noch  nicht  geführt  ist,  vielleicht  auch  nicht  noth- 
wendig  ist,  ihn  zu  führen,  wie  wenigstens  L am  e*  in  seinem  neuesten 
Werke  meint.  Dem  sei  nun,  wie  man  will ;  im  Folgenden  will  ich» 
indem  ich  eine  Reihe  Abhandlungen  von  Sturm  und  Liouville, 
die  früher  in  des  letztern  Journal  erschienen  sind,  zusammenfasse, 
fär  einen  besondern  Fall,  der  namentlich  in  der  analytischen 
Theorie  der  Wärme  vorkommt,  diesen  Beweis  wiederholen.  Ich 
glaube  hindurch  den  Lesern  des  Archivs  in  so  ferne  einen  Dienst 
zu  leisten,  als  ich  sie  der  Mühe  überhebe,  aus  einer  grössern 
Anzahl  zerstreuter  Abhandlungen  eich  die  Dinge  erst  zurecht 
legen  zu  müssen. 

I. 

Angenommen,  g,  k,  l  seien  drei  Funktionen  von  x9  die  von  x~a 
bis  x  =  ß(ß>  a~^0)  immer  positiv  seien;  r  sei  eine  unbestimmte, 

von  x  unabhängige  Grosse;  V  sei  eine  Funktion  von  sc  und  r, 
für  tvelcbe 
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-h1-Hr9-l)V=0.  (») 


no  wie 


|f—  /,F  =  0  flir  *  =  a,  (2) 

|~  +  //F=0  für  *=0;  (3) 

wo  h  und  //  positive  Zahlen  sind,  und  wo  die  letzte  Gleichung 
den  oder  die  Werthe  von  r  bestimmt,  während  die  erste  die  durch 
die  Integration  eintretende  Konstante  bestimmen  hilft.  Bezeichnen 
d  V 

wir  -~  |-//F  fiir  x  =  ß  durch  F(r),  so  hat  man  also,  wenn 

ox 

rA  ,  ra,        r„, ....  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(r)=zO  sind: 

-aJ-fÄF„  =  0     =  # 

wo  den  Werth  von  F  für  r  =  rÄ  bedeutet.    Aus  (1)  und  (4) 

folgt  : 

F"-a?  +^-0rFn-  F-gj--^-/)FFw  =  0, 
d.  b. 

woraus  sofort 

(r  -  r.)f  V  Fndx  =  k[  V       -  P.jS  ]  +  C, 


und,  da  für  x  —  a 


dx-hVt  dx~hVm 


ist  : 
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Diese  Gleichung  setzt  naturlich  voraus,  dass  nicht  r  =  r„  ist,  d.h. 
das»  r  und  rn  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  f\r)=0 
seien,  so  dass  man  dieselbe  auch  schreiben  kann: 


(5') 


wenn  nicht  n  =  m.   In  diesem  letzteren  Falle  verfährt  man  etwa 

■ 

in  folgender  Weise.    Aus  (1)  folgt,  indem  man  nach  r  differenzirt : 

~Tx—  +  (<?r--l)W+Or=Q; 
BV 

multiplizirt  man  nun  (1)  mit  die  letzte  Gleichung  mit  F,  und 
subtrahirt,  so  erhält  man: 

■ 

flrt8Fi       arz8*^    jW8F8F  ir8**^, 
Für  x—a  aber  folgt  aas  (2): 

8F_*r  8,F_*8F 

so  dass  hiernach: 


Setzt  man  in  (5')  x  =  fi,  so  wird  wegen  (3)  die  zweite  Seite  Null ; 
was  die  zweite  Seite  von  (ti)  anbelangt,  so  ist  fflr  x  =  ß: 


\Sx  7h    '  BxörJ 


=  +  F(r)k^  =  -kVF(r),  wenn  r  =  r. 


277 

ff9Vnrjdx=0,  (7), 
J*ß  g  P„*&r  =  -A  P.F(r,0  für  x=ß.  (8) 


Was  nun  die  Gleichung  F(r)  =  0  anbelangt,  so  kann  sie  keine 
imaginäre  Wurzel  der  Form  p+p'»  haben.  Sonst  hätte  sie  näm- 
lich noth«  endig  auch  eine  imaginäre  Wurzel  der  Form  o  — o't, 
•o  dass  also  etwa  rn  =  o  +  p'i,  r«  =  o — p't  wäre,  und  dann 
r.  =  P+Gf,  F»=P— Qi,  woraus  nach  0): 


welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist,  da  alle  Elemente  des 
bestimmten  Integrals  dasselbe  (positive)  Zeichen  haben.  Eben  so 
bat  F(r)  =  0  keine  gleichen  Wurzeln.    Denn  wäre  r*  mehrfach 

Wurzel,  so  wäre  P(rw)=0,  so  dass  nach  (8)  J**  gVn*dx=zO, 

was  wieder  unmöglich  ist.  Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen, 
dass  f\r)—Q  keine  negativen  Wurzel»  haben  kann.  Denn  aus 
(1)  folgt: 


a  a 

3P  dV  P*    BV  P* 

a  a 

Nun  ist  nach  (2) 

'  BV 

ilso  posiüf ;  wäre  also  r  negativ,  so  wäre  hiernach  F*gj  sicher 
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BV 

positiv,  d.  b.  es  hätten  V  und  -g^  immer  dasselbe  Zeichen,  and 

bv  x 

es  kannte  also  P-f-/fy-  nie  Null  sein,  was  gegen  (3)  streitet. 

Darnach  hat  F(r)=0  keine  negativen  Wuieln.  Ist  nicht  /=0, 
mo  kann  aus  demselben  Grunde  auch  r=0  nicht  Wurzel  sein; 
lur  /=0  wäre  es  jedoch  mSglich,  dass  r  =  0  sein  könnte. 

Die  Gleichung  F(r)  =  0  hat  also  hiernach  lauter  reelle  positive, 
von  einander  verschiedene  Wurzeln.  Fflr  /=0  kann  sie  0  zur 
Wurzel  haben.    Die  Konstanten  h  und  H  in  (2)  und  (3)  h&nnen 

BV 

auch  0  oder  od  seio.   A=0  heisst,  es  sei  -gj=ö  för  x  =  a: 

A  =  oo:  V  sei  0  för  H=0:  ^  =0  für  x=|S;  /7  =  ac: 

F=0  fflr  ^=15.  Selbst,  wenn  A=0  oder  od,  bleibt  die  Behaup- 
tung des  gegenwärtigen  Paragraphen  in  Kraft.  Denn  dann  ist  nur 


Wir  wollen  nun  die  (1)  umformen,  indem  wir  statt  x  die  neue 
Veränderliche  %  einfahren,  so  dass  z= J    y  £&r,  wo  also  : 

wächst  mit  x,  indem  y^>0;  für  x=zß  sei  t  =  b,  während  för 


x  =  a:  z  =  0.   Alsdann  wird  allgemein 

BS^BSBz 
Bx  —  dz  Bx 


BS     BS  Bz    BS*  I  g 


also  die  (1): 


oder 


^S'+lr^+^-'V^^0-  (,0) 
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Wir  wollen  nun  setzen 

yfgk 

so  wird  die  (10)  zu: 


ÖC7 

Der  Koeffizient  von  -gj  ist  hierin: 


so  das«,  weoo 
tot: 

^4^Ü=X17,  (10') 

wo  #*  =  r,  welch  letztere  Bezeichoungsweise  gestattet  ist,  da 
r>0.   Die  (2)  und  (3)  sind  jetzt: 

¥~*Vf  F==0  fflr  2=0,  lr+£fVf F=0  för  s=*' 

d.  b.  wean  V  eingeführt  wird: 


— -A'C7=0  fflr  *=0,  ^j  +  iTü^O  für  x=6,  (11') 


je  for  die  betreffenden  Wertbe  von  *.  Aas  (10')  folgt,  wenn  man 
mit  eines  roultiplizirt  und  dann  integrirt: 


sin 

wo 


in  es  -ig- — oI/€©*et=C+f  At/sinprSi 
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0  C  =  Oinft-jk  —  pücos^],=o=~  QÜo> 

wenn  U0  der  Werth  von  U  für  z  =  0  ist.  Diese  Grösse  bleibt 
aber  hier  ganz  willkürlich,  und  wir  wollen  sie  desshalb  =sl  setzen, 
so  dass  wir  schreiben  können: 

sinnz^  —  ol/cospz  =  —  p  +  /     jl£/siiipzdz.  (12) 

o 

Ist  aber  f70  =  I ,  so  ist  nach  (11')  =  A'  für  z  =  0,  so  da« 
wir  in  ähnlicher  Weise  erhalten: 

cospx  k-  +  ef7sino*  =  A'+ j     XücobqiBz.  (12') 
Aus  (12)  und  (12')  folgt: 

t7=cospz +  ^-^—  -f-^sinpi  J*  -  XU  cos  Qidi 

© 

—  icospx j*  Walnoidt. 

so  dass,  wenn  1'0  U'  die  Werthe  von  i,  U  sind,  wenn  man  z' 
ffir  z  setzt,  man  hat: 

■ 

t/=cospj  +  +  - f*  1'  l/V.nf(i-i')fc'.  (13) 

O 

Anmerkung.  Dass  ü0  willkürlich  bleibt,  unterliegt  wobl 
keinem  Anstände,  da  die  erste  Gleichung  (11')  eine  Gleichung 

zwischen  U0  und  wt,  diese  letzteren  Grossen  aber  wegen 

(10')  beide  sollten  bekannt  sein,  wenn  (10')  die  U  völlig  bestim- 
men soll,  so  dass  eben  eine  willkürlich  bleibt.  Die  zweite  (11') 
bestimmt  ja  nur  r,  nicht  auch  die  durch  Integration  von  (10/)  ein- 
tretenden zwei  Konstanten. 


IV. 

Die  Grosse  V  wird  nie  unendlich  innerhalb  der  GrSnzen  a 
und  ß  von  x%  also  auch  U  nicht  unendlich  von  z  =  0  bis  z  =  6; 
hiernach  giebt  es  einen  grüssten  endlichen  tVerth  von  ü  zwischen 
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diesen  Gränzen;  beisst  derselbe  und  ist  eben  so  L  der  grCsste 
Werth  von  k  in  demselben  Intervall,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 

i'tf'sin^:  — x')ö*'  • 


sicher  kleiner  als  L@  /     82'  oder  kleiner  als  JjQb,  , .  alle 

Grossen  nur  absolut  zu  nehmen  sind.    Ferner  Ist  der  grinste  Werth, 

den   cos  qz  -\-  ~~  sin  02  erreicht:  V  l  +  (   -I  »    so    das«   also  die 

Q  V  Q  / 

zweite   Seite  von  (13)  kleiner  ist  als  \  H  (~ J  +  ~~  -»'und 

also  immer  U  unter  diesem  Werthe  bleibt.  Daraus  lolt;t  aber 
sofort,  dass  auch  Q  unter  diesem  AVerthe  ist,  d.h.  «las« 


wenn  0  >  Lb. 

Wäre  Q>2Ut  so  wäre  ~<IQ,  also  «  +  W -f 

d.  h-  sogar  Q<2^  *  +         *    Nimmt  man  also  0  gross  genug, 

«  as  immer  möglich,  wenn  man  grosse  Wurzeln  von  F(r)  =  0  be- 
trachtet, so  wird  man  diese  Beziehung  gelten  lassen  und  folglich 

dann    l7^2^i+(-Y  haben.  Da "'^=00,  so  folgt  hieraus, 

dass,    wenn    Ä    der   grüsste   Werth    von    ß    ist,    man  habe 

 /h'\%  '  1  1 

1  -f         »  immerhin  jedoch  für  0  >  2L6.  - 

Ist   endlieh  Fx  das  Maximum  von  f(x),  wenn  .r  peht  von  a 
bis         wo  /\x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  Ist,  so  ist  hiernach 

(14)         "\  ' 

d.h.  <4*tl  +  (£)"]G«0-«).. 

vrenn       der  Maximumwerth  von  g  (zwischen  «  und  0)  ist. 

19 
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Betrachten  wir  nun  das  Integral 

a  0 

Da  in  (13)  das  Integral  zweiter  Seite  <LQb,  so  kann  man,  wenn 
t  endlich,  setzen: 

FT  I         .  » 

(7=  cos  gi  +  —  sinpx  +  —  t 
*       9      *  9 


2   /*•  2   /*       *  1 

-f  —  J     f  mfrfifp         «A'siaozoi-f-^  t *d*  • 


d.  b. 


f  r%-ia+(«)Vj. 

wo  »;  endlich  ist,  so  daaa  für  grosse  p  der  Broch  ^  beliebig 
wird,  also  etwa  +         ].  mitbin  sicher  für  grosse  p: 

(IS) 

y*  e/%>|[i +  (*')*].  d.h. /%^*>i[i+Q*]- 

•  a 

Aas  (14)  nnd  (15)  folgt  nun: 

freilich  immer  wenn  g  gross  genag.    Setzt  man  aber 

/i(*)rr^x)-Jr*gj 
nnd  nimmt  so,  es  sei 
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m 

ir-vto=o »        s-§£  +  m*)=o  ßir  *=/». 

►o  ist  aus  (1)  : 

i  i 

->A.)>.-il^-i^-J/rij^. 

also  wegen  (16),  (2),  (3): 

«  •  a 

=  »zi(*)a*. 

a 

Ist  demnach  Fj  das  Maximum  von  /!(*).  so  ist.  wie  In  (14): 
K yA(*>to<4ÄI[1  +  (J)Vitf--«). 

•o  das* 

_^   ^  10(0— <r)W, 

77^~<—^ — 

....  >  (17; 

T  f  V/W*» 


v. 

Was  nun  aber  die  VVertbe  von  o  (bezuglich  r)  ao belangt, 
•o  ist  nach  (13): 
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■ 

{/  =  coso2[l  —  i ;L'U'sinoi'8i'] 

-f  sin  qi[~  +  i y*  *  X1  V cos * x'to] 

o 

— —  =  —  sin  qi[q  —  J     X'U1  sin  qz'Bz'] 

o 

+  cosoi[A'  +      "  X'  U'cosqi'Bi']. 


Da  för  2  =  6: 


sein  soll,  so  folgt  hieraus,  wenn 

P  =  h'+H'+  J**  X'  U'[cos  ox'  -  Ii'8^91']dzf , 

ö 

//'A'       P  *         H' cos  oi' 
=  —  +         VE7'["  °  *  -Minors' 

0 

gesetzt  wird: 

Pcosq/ß  —  (o-/y)sinp6=0,   tgo6  =  — (18) 

Die  Grosse  P  ändert  ihr  Zeichen  uicht,  wenn  g  sein  Zeichen 
ändert;  dagegen  ändert  /*  ihr  Zeichen  mit  o.  Konstruiren  wir 
nun  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 

P  # 

in  denen  o  als  Abszisse  betrachtet  wird,  so  hat  die  letztere  die 
Abszissenaxe  als  Asymptote,  nähert  sich  ihr  also  mehr  und  mehr, 
während  die  erste  in  unendlich  vielen  Zweigen  verläuft;  es  giebt 
demnach  unendlich  viele  Durchschnittspunkte  beider  Kurven,  d.  b. 
unendlich  viele  Werthe  von  q,  für  welche  die  Gleichung  (18)  er- 
füllt ist,  so  dass  dieselbe  unendlich  viele  Wurzeln  hat  Ist  nun 
q  einmal  gross,  so  wird  P  und  Pf  endlich,  und  also  die  zweite 
Seite  von  (18)  klein;  da  nun  aus  (18)  folgt 

P 

obz=nm  +  arc  (tg  =  Q__p,). 
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so  ist  also  bei  grossem  (positivem  ganzem)  m  die  Grösse 

arc(tg  =  J&pi) 

klein,  etwa  =  «,  so  das» 

wo      klein;  dies  kann  man  auch  schreiben: 

3m  .  (?t  — 3)m  , 

und  da  *>3.  so  ist  p>~\  wenn  m  gross  genug  ist.  Daraus 
folgt  in  (17): 


V  f?  gff{x)h 

a 

7 


wenn  nur  m,  d.  h.  p  sehr  gross.  Dabei  ist  m  gewissermaßen  die 
Ordnungszahl  der  Wurzeln  von  (18).  d.  h.  die  grossen  Wurzeln 
dieser  Gleichung  eind  nahezu: 

mn     (m  -f 1)«  (m|2)« 
Wir  wollen  nun  die  unendliche  Reibe 

v f*gVf(x)d* 
I  gVdx 

et 

betrachten,  die  man  erhält,  wenn  man  in  der  Grösse  unter  dem 
27  welche  r  enthält,  für  r  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung F(r)=Ü  setzt,  d.  h.  für  p  nach  einander  die  Wurzeln  von 
(18),  so  wird  von  einem  gewissen  Gliede  an  der  Rest  nach  (17) 
kleiner  seiu  als 

-f—i  Lm^  +  (m  +  l)*+(m  +  2)^-J, 

da  diese  Reihe  endlich  ist,  so  konvergirt  mithin  die 


Digitized  by  Google 


286  Dienger:  Üeber  die  Darstellung  einer 

Reibe  (19).  Sei  also,  wenn  wir  die  Bezeichnung  des  {.  I.  wie* 
der  aufzunehmen: 

fp(x)  —       yrj       -  -|  ~f*~h  -f-  . . . . 

j  9y^'  j 


r, 

.  «  •  • 


00  erhält  man  hieraus,  wenn  man  beiderseitig  mit  Vm  multipli- 
airt  nnd  hierauf  nach  x  zwischen  den  Grfinzen  a  und  ß  integrirt, 
Dich  (7): 

(20) 

<p(x)Vmdx  = f  P  gVmf(x)dx  ,  gV+[<p{x)-f{x)]dx  =  *. 


welche  Gleichung  fär  alle  Werthe  von  m  richtig  ist,  d.  b.  weltae 
Wurzel  von  F(r)=0  man  in  V  einsetze. 


Tf. 

Wir  wollen  nun  die  Eigenschaften  der  Funktion  V  noch  etwu 
näher  untersuchen. 

1.    V  und       kann  nicht  zugleich  Null  sein.    Denn  soost, 

da  k  nicht  Null  ist,  gäbe  die  (1)  auch  £~*=0,  und  dann,  wie 

man  leicht  sieht,  auch  g^, ....  sämmtlich  0,  was  darauf  zurück- 
käme, dass  V  immer  Null  ist.  —  Ulan  kann  übrigens  den  Satz 
auch  noch  anders  beweisen.  Der  Werth  von  V  aus  (1)  bat  die 
Form  AVl  +  BV%,  wo  A  und  B  zwei  Konstanten,  Vl  pnd  Vt  zwei 
partikulare  Integrale  von  (1)  sind,  worin  man  nun  etwa  A  und  B 

dV  • 
aus  den  bekannten  Werthen  von  V  und       fflr  *=a 
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- 

kann.  Bezeichnet  man  also  mit  V,  ,  »V.  V  dl«  Wetthe  ron 
f, .....  V%  »r  *=a«.  ao  bat  luea: 

Gäbe  es  also  einen  Werth  *  =  6,  für  den  V  und  g^  =  0,  und 
man  mit  Fi*, ....  die  lugehöngen  Werthe  von  F.  


'  =  "  k,'  *       b     1  a* 

Aber  f,  nod  K,  geoögeo  der  (1),  ao  daas 


3f« 


de  h. 


tto  C  konstant.    Da  nun  für  *  =  6  die  Grösse 
in  sollte«  eo  wlfe  allgemein  0—  0,  d.  b. 


Digitized  by  Google 


Dl  eng  er:  teier  dfe  Darstellung  einer 


Aber  et  Ut.  ,  '     ,  , .,  .  ■ 

al&o  wäre  aut-h  ,         1 ' s      i  • "»  1  1 


/fc»      ri  Si- 


lin mer  Null;  ebenso 


» 

r  dx  V*dx 
immer  Null.    Dies  ist  aber  nur  der  Fall,  wenn 

na«  nicht  sein  darf,  wenn 

das  allgem eine  Integral  ist.    Daraus  folgt  nun  die  Behahptung. 

Sind  aber  V  und  w-   niemals  zugleich  Null,  so  muss  V  sein 

,t         \  Ca; 

3  y 

Zeichen  wechseln,  wenn  es  durch  0  geht,  da  ^~  alsdann  »ein 
Zeichen  behält,  also-P  im  Wachsen  oder  Abnehmen  begriffen  ist 
Geht  also  V  von  +  zu  — :,  so  ist  ^  negativ;  geht  V  von  —  zu  {. 

so  ist  g^>0,  und  man  hat  also: 

J'i+'ö-  I  /-OK*, 
oder 

8i   +  +  + 

.  •        ,  ■ 

2.  V  ist  eine  Funktion  von  x  und  r,  die  mit  Y(x,  r)  be- 
zeichnet werden  soll.  Sind  nun  q,  g'  zwei  Werthe  von  r,  von 
denen  g"^gt  wenn  auch  nur  um  unendlich  wenig,  so  sage  icb, 
dass  V(x,  g')  zwischen  «  und  ß  (§.  i.)  zum  mindesten  eben  *o 
viele  Male  Null  wird  als  V{x,  g).  Sei  |  ein  Werth  von  x,  für 
den  V(x,  g)  —  i),  so  folgt  aus  der  Gleichung  (6),  in  der  r*  gaw 
wohl  den  Worth  g  haben  kann,  da  die  erste  Seite  positiv  i*t, 

cy  dv 

dass  für  x  —  l  nothw  endig       und       dasselbe  Zeichen  haben 
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Vd±0).    Ist  also  o<{,  ■  aber  nahe  genug  An so  das« 
K(ar,  n)  nicht  0  ist  von  ar=a  bis  x=*i,  also  V  für  Werth«  zwischen 

dV 

a  nnd  £  dasselbe  Zeichen  hat,  so  wird  nach  Nr.  1.  g-^  das  ent- 
gegengesetzte Zeiehen  haben  für  dieselben  Werthe.  •  Ist  p'  nahe 
an  p,  so  haben  V(x,  p')  und  V(x ,  p)  dasselbe  Zeichen,  also  das' 

8V 

entgegengesetzt«  von  g-  für  jf=a|,  immer  unter  der  Voraussetzung, 

■        •  • 

sei  :r  zwischen  a  und  J.  Nun  ist 


KS*  e')  =  F(§,  rt  +  te'— o) — ^ — +  -..  =  (p  — »  » 

Ko  dass  für  kleine  p' — p  immer  p')  dasselbe  Zeichen  hat  wio 
— ^- ,  d.h.  dasselbe  Zeichen  wie  g^  für  :r  =  £ ,  r=p.  Dar- 
nach also  Laben  V(a,  p')  und  p*)  verschiedenes  Zeichen,  so 
dass  V(x,  pO  mindestens  einmal  durch  0  gebt,  wenn  x  von  a  bis 
|  geht.  Also  sind  die  Wurzeln  von  V(x,  p*)  =  0  minde- 
stens in  derselben  Anzahl,  wie  die  von  V(x,  p),  aber  je 

etwas  kleiner. 

» 

Sei  nun  V(x.  p0=0  für  x  =  g,  aber  so,  dass  V(x9  pO 

nicht  Null  wird,  wenn  x  von  £'  bis  6  geht    Alsdann  hat  V(x,  p') 

„  „  , 

in  diesen  Gränzen  dasselbe  Zeichen  wie       für  ar=f,  r=p'  (nach 

Nr.  l.)t  1)20  Brossen  p),  V(b,  p')  haben  dasselbe  Zeichen, 
wenn  p'— -p  klein  genäg,  und  da 

sö'liaberi  f(f,  p)  und  ^^-verschiedenes  Zeichen,  also  auch 

d  V 

|  (|%  o)  und  g^  für  #  =     r  =  p'.    Da  nun  V(b,  p),  F(6,  p')  das- 

d  V 

«eine  Zeichen  haben,  wie  g-,   F(|',  p)  verschiedenes,  so  wird 

Y(jc 9  p)  Null  zwischen  x=  £'  und  x  —  b.  Ist  also  p'  nur  wenig 
grw s^er  als  p,  so  sind  die  Wurzeln  von  V(x,  p)=0  je  um 
etwas  grosser  als  die  von  V(x,  p')  =  0. 

3.  Angenommen  V(x,  p)  und  Ffo:,  p')  haben  dasselbe  Zeichen 
fiir-^r^ft»  ohne  iNull  zu  sein,  und  es  gelte  dasselbe  für  x~ßj 
so  müssen,  wenn  x  von  «  bis  /3  geht,  nach  Nr.  2.,  beide  gleic" 
Tielmal  durch  0  gehen,  je  aber  die  letzte  etwas  früher  als  d> 


X., 
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erste.  Ist  V(ß,  g)~Q,  so  gilt  dasselbe;  ist  V(ß,  o*)*^  10  gebt 
V(x9  o)  einmal  weniger  durch  0  als  V(s,  tf). 


Wir  wollen  nan  t  gehen  lassen  ton  ft  bis  /»'(p'^-p)»  so  wer- 
den V(x9  fi),  V(x9  r)  zwischen  ar  =  ct  und  x±ß  so  lange  gleich 
vielmal  durch  0  gehen,  als  keine  Wurzel  der  Gleichung  V(ß9  r)=0 
erreicht  ist;  sobald  aber  eine  erreicht  ist,  findet  jedesmal  ein 
weiteres  Verschwinden  Statt.  Also  so  viel  Wurzeln  der 
Gleichung  V{ß9  r)=0  zwischen  a  und  ^  liegen,  so  viel- 
mal mehr  verschwindet  V(x9  fi')  als  V(x,  p)»  wenn  x  von 
u  bis  0  geht.  Dabei  sind  die  Fälle»  da  F(a,  r)  verschwindet 
nicht  eingerechnet,  d.  h.  diese  Grösse  soll  nicht  0  werden.  Ware 
dies  doch  der  Fall,  so  raüsste  von  der  eben  genannten  Zahl 
die  Zahl  der  Wurzeln  von  V{a,  r)«0,  die  zwischen  p  und  s' 
liegen,  abgezogen  werden.   Aber  K  ist  nicht  0  für  .r  =  er,  da  sonst 

nach  (2)  auch  ^  =  0  wäre  für  xssa,  was  Nr.  1.  widerstreitet; 
demnach  bleibt  der  eben  gegebene  Satz  besteben. 

4.  Wir  wollen  die  Werthe  von  V(x,  r),  8Ff^  r)  fllr  *=ß 
9  Ff  6*  r} 

durch  V(ß,  r),  — bezeichnen,  und  seien  r*,  r"  zwei  auf 

einander  folgende  Wurzeln  der  Gleichung  V(ß,  r)=0.  Alsdann 

not h vr endig  8K(^  r)  sein  Zeichen  Wechseln  zwischen  r=f 

und  rssrf,  so  dass  die  Werthe  dieser  Grösse  von  verschiedenem 
Zeichen  an  diesen  Grfinzen  sind;  da  aber  V(ß,  r)  =  0  an  diesen 

Gränzen,  so  haben  -  und  alsdann  dasselbe  Zeichen 

(Nr.  2.),  so  dass  auch  — —  verschiedenes  Zeichen  bat  für 


r  =  r'  und  r  =  r",  und  also  auch  durch  Null  geht  zwischen  dies« 
Wertben;  die  Grosse 

ist  an  diesen  Grenzen  gleieh  ^fe5  und  \  und  da  diese 

beiden  von  verschiedenen  Zeichen  sind ,  so  ist  jene  Grösse  durch 
0  gegangen.  Es  liegt  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  (ß) 
zwischen  r7  und  r".  Aberauch  zwischen  zwei  auf  einan- 
der folgenden  Wurzeln  von  (3)  Hegt  eine  Wnrsel  ?•» 
V(ß,  r)=sO.   Denn  sind  ru ,  r»+i ,  zwei  solche,  so  werden  (J.  L,  \0 
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F*(r„)  und  P(rn+i)  von  verschiedenem  Zeichen  «ein,  also,  da  nach 

Gleichung  (8) 

positiv  sind,  k  ebenfalls  positiv  ist,  so  müssen  V(ß,  r«),  V(ß9  r»+i) 
von  verschiedenem  Zeichen  sein.  Daraus  folgt,  dass  von  den 
Gleichungen  (3)  and  V(ß,  r)=0  je  eine  Wurzel  zwischen 
zweien  der  andern  liegt,  aber  auch  nur  je  eine. 

5.  Die  Gleichung  (3)  hat  bloss  positive  Wurzeln  (§.  II.) ;  sind 
rlt  rt, ....  dieselben,  so  liegt  also  keyie  ihrer  Wurzeln  zwischen 
—od  and  rt;  die  Gleichung  V(ß,  r)  =  0  hat  r=  —  ao  zur  Wurzel, 
da  V(x,  t)  (oder  F)  nach  (1)  Null  ist  för  r  =  — ao;  zwischen 
-od  and  rL  liegt  also  keine  weitere  Wurzel  von  F(ß,  r)  =  0; 
zwischen  r(  und  rs  liegt  aber  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
dergleichen  zwischen  ra  und  r8 ,  u.  s.  w. 


Betrachten  wir  nun  die  Grossen  F(x,  r,)  und  F(x9  —  oe), 

so  wird  die  erste,  nach  Nr. 3.,  keinmal  mehr  verschwinden,  als 

die  zweite,  wenn  x  von  «  bis  ß  geht;  für  negative  grosse  r  müs- 

d  F  9 
*en  aber  nach  (1)  F  und        immer  dasselbe  Zeichen  haben, 

woraus  nach  Nr.  1.  folgt,  dass  F  für  solche  r  nie  Null  ist  Dem- 
semäsÄ  ist  auch  F(x9  ra)  nie  Null  von  x  =  a  bis  x  —  ß.  Aus 
denselben  Grunde  ist  F(x,  rt)  ein  Mal  Null,  V(x,  r9)  zwei 
Mal,  F(x,  r«)  dagegen  n  — 1  Male  u.  s.  w.   För  /I  =  qo  re- 

dozirt  sieb  (3)  auf  F(/S,  r)  =  0;  in  diesem  Falle  ist  hier  das  Null- 
werden  bei  rnszß  nicht  eingerechnet. 


6.  Seien  Am,  Am+\, .  .>-y  An  beliebige  Konstanten  und 

C7=  Am  Vm  +  Am+1  F^f  i  +  . . .  +  Au  F.,  (21) 
io  iat  nach  (7) 

J*ß  gUF?ex=0, 

a 

*ean  p  nicht  von  m  bis  n  liegt,  oder 

-A,  fß  Fp*bx 

im  andern  Falle,  welche  Grosse  nicht  0  ist,  wenn  nicht  Ap=0. 
Sind  also  nicht  alle  A=z0,  so  kann  U  zwischen  «  und  ß  Ar  m 
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nicht  identisch  Null  sein,  da  sonst       ^ gUVpdx  es  wäre.  Nun 

a 

behaupte  ich,  U  werde  höchstens  (it— l)mal  Null  zwischen  a 
und  ß,  wobei  etwa  gleiche  Wurzeln  von  17=0  för  eine  gezählt 
werden. 

Es  ist  nämlich  nach  (7)  und  (5): 

ß 

i  •  » 

vi  oraus 

(22) 


wenn 


ap  =  (r,  -rp)^r,   r  =pr. 


Nun  ist  Vi  nicht  Null  zwischen  a  und  ß  (Nr.  5.),  so  dass  *2*=Q 
und  (7=0  dieselben  Wurzeln  haben  zwischen  diesen  G ranzen ; 

dx  ist  Nul1  für  we8en        was  aucn  ßr  w  =  l  w'ahr  ist, 

da  dann  ^  =  0;  ebenso  ist  ^  =  0  für  Jf  =  /5,  Alles  gemäss  (22). 

Für  mehrfache  Wurzeln  von  *P  =  0  ist  jedesmal        auch  =0; 

BW 

für  einfache  Wurzeln  wird  ^  zwischen  je  zweien  Null;  hat  also 

*P=0,  d.h.  17=0,  jtt  Wurzeln  zwischen  a  und  ß,  so  geht  ~— 

zwischen  diesen  Gränzen  mindesten  (p— l)mal  durch  Null;  da  aber 

■g^  Null  ist  für  <*  und  /?,  so  muss  eben  so  -^-^  mindestens  fttnal 

Null  sein  zwischen  den  Gränzen  a  und  ß,  d.  h.  wegen  (22),  e« 
ist  «m  Fm +      + an  FS  mindestens  f*mal  Null.   Darausfolgt:  hat 

JmVm  +  AmH  Fm+i  +  ....-MBF„=0 

fi  Wurzeln  zwischen  «  und  ß,  so  hat 

(r«  -  r, )  Fw  +  Am  +i(rm  +i  —  rt )  Fm+ ,  +  ....  +  An(rn — rt )  F.  =  0 
mindestens  eben  so  viele;  eben  so  dann 
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Am  (rw— fj )a  Vm  +  •  •  • .  +  Jn(Tn — Tt )«  F»  =  0,  . . . . 

^« (r»  -  rt  )?  F«  + . . . .  +  An(rn  -  rx  )9  Vu = 0 , 

oder 

mindestens  p  Wurzeln  «wischen  «  und  ^.  Ist  q  sehr  gross,  so 
reduzirt  sich  diese  (Gleichung,  wegen  Tn^tn-i  ...»  nahezu  auf 
Fa  =  0,  welche  Gleichung  nur  « —  1  Wurzeln  hat  (Nr.  5.),  so 
dass  die  Gleichung  17=0  nicht  mehr  als  n — 1  Wurzeln  ha- 
ben kann. 

Man  sieht  leicht,  dass  man  rückgehend  auch  schliessen  kann 
(wobei  Am, ....  durch  Amirm—^ )-?,....  ersotzt  sind): 

Am  Vtn  +  •  •  •  •  "I"  An  F» =0 

I 

bat  mindestens  eben  so  viele  Wurzeln  als 

» 

Am (rm  —  r,  )"f  Vm  +  • . . .  "f  An(Tn  —  r, ) "9  Vn  =  0, 

d.  h.  als  ' 

woraus  föt  grosse  p  folgt,  dass  17  =  0  mindestens  m—  1  Wur-, 
xeln  hat.    Alles  dies  gilt  auch  für  wi  =  l. 

VII. 

Gesetzt  es  sei 

f?gV^x)S)x 

a 

Null  für  alle  Werthe  von  r,  die  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  so 
nrnss  identisch  ^(a?)=0  sein. 

Denn  gesetzt  es  wechsele  il>(x)  sein  Zeichen  nicht  zwischen 
«  nnd  ß9  so  kann  diese  Gleichung  nicht  bestehen  für  r  =  ri ,  in* 
dem  Fj  sein  Zeichen  nicht  wechselt  (}.  VI.  5.);  wechselt  aber 
K»)  sein  Zeichen  (m — l)mal  zwischen  a  und  ß,  so  erhält  man 
aoa  der  Annahme: 
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s 


gy(x)[Ax  Vx  +  A%  Ft  + . . . .  -f  Am  Vm]Bx  =  0.  (23) 


Sind  nun  qx,  Qm-X  die  Wurzeln   von  ^(x)=0,  so  bestii 

man  Alt....,  Am  so,  dass  ^,  F,  + ... .  +  <4H  Vm  Null  ist  ffcr 
ar  =  ft»  Qm—il  da  weiter  AXVX  \ . ...  +  AmVm  höchsten« 
(m— l)mal  Null  werden  kann  (j.  VI.  6.),  so  hat  man  dadurch  alle 
Wurzeln  von 

Ax  F|  +  Am  Vm  =  0, 

die  wir  sämmtlich  ungleich  annehmen,  woraus  sofort  folgt,  dmm 

y(*)lAxrx+....+Amvm] 

immer  dasselbe  Zeichen  behalt,  und  also  die  Gleichung  (23)  Dicht 
möglich  ist,  wenn  nicht  ty(x)  =  0.  Da  dies  für  beliebige  m  gilt, 
und  tyix)  nicht  unendlich  viele  Male  sein  Zeichen  wechseln  kann, 
so  ergiebt  sich  hieraus  unsere  Behauptung. 

Hiernach  folgt  aus'der  Gleichung  (20),  das«  »(*)—  /(ar)=0. 
9>(a:)  =  /l;jr)  sein  müsse,  so  dass  endlich: 


n*)=  *  — jrß   m> 


Ist  Die  Bedingungen  (16)  sind  hiernach  durch  fix)  erfällt 

Man  kann  aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  wohl  ersehen, 
in  wie  weit  Lame*  Recht  oder  Unrecht  hat,  wenn  er  sich  in  seinen 
„Leconssur  les  fonetions  inversesdes  transcendantes" 
u.  s.  w.  S.  223.  so  ausspricht:  „Ces  däveloppements  hybrides  et 
composes,  qui  ont  pu  6tre  Toccassion  de  reeberches  interessantes 
au  point  de  vue  purement  analytique,  ne  sauraient  etre  d*i 
utilitö  en  physique  mathematique." 
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XXIII* 

Zum  P er mat' sehen  LehrsaUe. 

Vo. 

Herrn  Doctor  Robert  Blindow, 

Oberlehrer  aa  der  ReaLchulc  so  Freu«la4ft. 


Es  «ei  AB  (T*ff  V,  Flg.  4.),  der  Durchmesser  des  Kreises 
ARBP.  die  Grundlinie  eines  Rechtecks  ABCD,  dessen  Hohe 
AD  gleich  der  zu  dem  Quadranten  des  Kreises  gehörigen  Sehne 
Ist.  Durch  O,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  J,  den  Durch* 
tchnittspunkt  der  Diagonalen  des  Rechlecks,  sei  die  Linie  OJ 
gelogen ,  welche  auf  DC  im  Punkte  O  senkrecht  steht  und  den 
Kreis  in  den  Punkten  R  und  P  schneidet. 

Dann  sind  die  Tier  Punkt*  R,  J,  P§  Q  harrnonlscht 
Punkte, 

Es  ist  nämlich: 
I  JPz=OP-QJ  =  T -£v2, 

QP=  JQ-JP- 1 V2— (r-jV2)=rV2-r, 

- 

9^  vcrtiÄlt  49§€ute  • 
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und  daher  auch 

JP:QP=JR:QR. 

Nun  ist  DC  die  Harmonische  des  Punktes  J;  DA  die  Harmonische 
des  Punktes  A;  und  daher  AJ  oder  AC  die  Harmonische  des 
Punktes  D,  ebenso  DB  die  Harmonische  des  Punktes  C. 

Verbindet  man  jetzt  irgend  einen  Punkt  E  des  Kreises  ARBV 
mit  D  durch  die  Linie  ED,  welche  den  Durchmesser  AB  in  M, 
die  Diagonale  AC  in  5  und  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  G 
schneidet,  verbindet  man  ferner  E  mit  C  durch  die  Linie  EC, 
welche  den  Durchmesser  AB  in  N  und  den  Kreis  zum  zweiten 
Male  in  F  schneidet,  und  endlich  F  mit  D  durch  die  Linie  FD, 
welche  die  Verlängerung  des  Durchmessers  AB  in  L,  die  Dia- 
zonale  AC  in  T  und  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  //  schnei- 
det,  so  werden  die  Linien  DE  und  DF  durch  den  Kreis  und  die 
Diagonale  AC  harmonisch  geschnitten,  so  dass  sowohl  D,  G,  S,  E 
als  D,  H,  T,  F  harmonische  Punkte  sind. 

In  Folge  hiervon  muss  die  Linie  GH,  welche  die 
Verlängerung  des  Durchmessers  AB  in  A  und  DB  in 
)'  schneidet,  durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der 
Linien  ST  oder  AC  und  EF,  gehen. 

Die  vier  Punkte  E,  G,  II,  F,  in  welchen  sich  die  Linien 
DE,  DF,  CG  uud  CE  schneiden,  bestimmen  also  ein  dem  Kreise 
ARBP  eingeschriebene«  Viereck.  Man  ziehe  in  demselben  die 
Diagonalen  HE  und  GF,  so  ist  ihr  Durchschnittspunkt,  wie  be> 
kannt ,  der  Pol  der  Linie  DC;  da  nun  vorher  gezeigt  worden  war, 
dass  der  Pol  der  Linie  DC  in  den  Durchschnittspunkt  der  Dia« 
gonalen  des  Rechtecks  AB  CD  lallt,  so  folgt  daraus,  dass  der 
Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  des  V ierecks  EGHF 
immer  mit  dem  Durchschnittspunkte  J  der  Diagonalen 
des  Rechtecks  zusammenfällt,  wo  auch  der  Punkt  E 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  ARUP  angenommen 
worden  sein  mag. 

Da  die  Punkte  D,  II,  T,  F  einerseits  und  C,  //,  T,  G  ande- 
rerseits harmonische  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Strahlen  CD, 
CH,  CT,  VF  einerseits  und  DC,  DH,  DY,  DG  andererseits 
harmonische  Strahlen.  Man  ziehe  die  Linie  DN,  welche  GH  io 
U  und  AC  in  V  schneidet,  ebenso  CM,  welche  HF  in  Ä  und 
DB  in  U  schneidet,  so  sind  die  Punkte  D,  V,  V,N  einerseits 
und  C,  X,  W,  M  andererseits  harmonische  Punkte.  Nun  mus- 
sen  aber  die  Linien  GL  und  MH  in  dem  vollständigen  Viersei t 
DDG  V ML  die  Diagonale  DN  in  dem  Punkte  V  schneiden,  der 
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zu  den  drei  Punkten  D,  V,  N  der  vierte  dem  D  zugeordnete  har- 
monische Punkt  ist.  Die  Diagonalen  des  Vierecks  GMLH 
ond  des  Vierecks  ANCD  haben  daher  einen  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt  F.  Ebenso  durch- 
schneiden die  Diagonalen  der  Vierecke  BMDC  und 
0/77  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  IT. 

In  Folge  davon  sind  sowohl  die  Strahlen  HD,  HU,  HM,  HN, 
als  die  Strahlen  HC,  HX,  HN,  Hilf  harmonisch.  Diese  Strah- 
len schneiden  den  Durchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen 
in  denselben  Punkten,  in  welchen  diese  Linie  auch  von  den  vier 
Seiten  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wird. 

Daher  sind  die  vier  Punkte  A',  M,  N,  L,  in  welchen 
der  Durchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen  von 
den  vier  Seiten  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wer- 
den, harmonische  Punkte,  und  es  verhält  sich: 

MK:MN=zLK:LN. 

Da,  wie  oben  bemerkt  wurde,  CD,  CHt  CT,  CF  harmonische 
Strahlen  sind  und  CD  parallel  KL  ist,  so  halbirt  der  dem  Strahle 
CD  zugeordnete  Strahl  AC  die  Strecke  KN,  welche  zwischen  den 
beiden  Punkten  K  und  N  liegt,  in  welchen  KL  von  den  beiden 
andern  zugeordneten  Strahlen  CH  und  CF  geschnitten  wird ,  d.  h. 
es  ist 

AK=  AN. 
Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass 

BM  =  BL. 

In  Folge  hiervon  kann  die  oben  abgeleitete  Proportioo 

MK:MN  =  LK:LN 
auch  so  geschrieben  werden : 

{AB  -f  AN)  —  Blli :  (AB  -f  AN)  -f  BM 
=  BM  —  (AB  — AN) :  BM  +  (AB—AN). 
Daher  ist  auch 

AB  +  AN:BM=  BMxAB-AN 

oder 

AB*=  BM*  +  AN*. 


Da  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  BM  —  BL  und  AN- 
so  ist  auch : 


TheU  XXXI. 
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AB?  ss  BL*  +  AS2, 
AB*=BL*+AK*, 

AB*  =  B1U*+AK*. 

■ 

.  ... 

Di«  in  dam  Vorangegangenen  abgeleiteten  Resultate  lassen 
sich  folgendermassen  zusammenfassen: 

Construjrt  man  über  dem  Durchmesser  AB  eines  Kreise« 
ARBP  als  Grundlinie  ein  Rechteck  ABCD,  dessen  Hube  AD 
gleich  der  zu  dem  Bogen  des  Quadranten  gehörigen  Sehne  ist, 
*  verbindet  dann  einen  beliebigen  Punkt  E  auf  der  Peripherie  die- 
ses Kreises  mit  den  Punkten  D  und  C  durch  die  Linien  ED  und 
EC,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  bezüglich  in  G  und  F 
schneiden,  verbindet  endlich  G  mit  C  und  F  mit  D;  so  findet 
Folgendes  Statt: 

1)  Die  Linien  GC  und  FD  schneiden  einander  immer 
der  Peripherie  des  Kreises  ARUP,    ihr  Durchschnitt 
punkt  H  bestimmt  also  mit  den  Punkten  £,  Cr,  F  ein 
dem  Kreise  eingeschriebenes  Viereck  HEGF*). 

2)  Die  Diagonalen  EH  und  GF  dieses  Vierecks  schneiden 
einander  immer  in  J,  dem  Durchschnittspunkte  der  Dia- 
gonalen des  Rechtecks  ABCD. 

3)  Die  Punkte  A,  D,  C  und  der  Punkt  N,  in  welchem  EC 
den  Durchmesser  AB  schneidet,  bestimmen  das  Viereck 
ADCJS.  Die  Punkte  G,  H,  M,  L,  in  welchen  die  bei- 
den von  D  ausgehenden  Strahlen  DE  und  DF  den  Kreia 
und  seinen  Durchmesserschneiden,  bestimmen  das  Vier« 
eck  GIILM.  Die  Diagonalen  dieser  beiden  Vierecke 
durchschneiden,  einander  in  einem  und  demselben  Punkte 
V.  Dem  entsprechend  schneiden  die  Diagonalen  der  Vier* 
ecke  DMBC  und  HFNK  einander  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  W. 

4)  Die  vier  von  C  upd  D  ausgehenden  Strahlen  CE,  CG, 
DE,  DF  schneiden  den  Durchmesser  AB  in  vier  har- 
monischen Punkten  N,  K,  M,  L. 

5)  Es  ist  1 

AB*  =  AN*+BM*,   (Fermat'scher Satz) 


•)  Dieser  Satz  wurde  mir  durch  Herrn  Krüger,  Director  der  Real- 
schule in  FraustaSt,  mitgethaik,  der  denselben  mit  Hülfe  der  analyti- 
schen Geometrie  bewiesen  hatte. 
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aber  auch  : 

AB*  =  AX*  +  BL't 
=  AK*  +  Z?A#* 
=  AK*+BL*, 

d.  b.  der  Fermat'sche  Satz  gilt  auch  für  solche  Punkte 
des  Kreises  AKBP,  welche,  wie  H,  G,  F,  innerhalb 
des  Rechtecks  AB  CD  liegen. 


XXIV. 

Versuch  einer  Erweiterung  der  Begriffe  von  cosor 

und  sin  r. 

Von 

Herrn  Doctor  Beyssell, 

Uhrer  der  Mathematik  an  der  Provinzial -Gewerbeschule  m  Crefeld. 


Aus  den  Gleichungen 

exi  4  e-**         x*  x4 
cosj:—       %1       cl-Jt  4|  —  > 

exi—  e~xi  x*  x5 

WDJ;-       <Ü      — ^     3!  5! 

und  ihren  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  zu  ihrer  Feststellung 
die  zweiten  Wurzeln  der  negativen  Einheit  in  einem  Bezüge  stehen, 
den  man  auf  beliebige  andere  Wurzeln  der  negativen  Einheit  über- 
tragen  kann.    Es  ist  nämlich 

•  r        2m  +  I  2m  +  1 

V  —  1  =cos — ;  n  -f  tsin  n 

und 
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i 

>f  \\  =  cos — n\  tsin  —  7i t 
n  n 

und  man  kann  zur  Verkürzung  des  Ausdrucks  eine  beliebige  sie 
Wurzel  aus  +1  oder  —.1  durch  Np  bezeichnen,  wo  iV  den  Grad 
der  Wurzel  und  p  den  im  Winkel  vorkommenden  Zähler  bedeuten. 

Man  betrachte  nunmehr  die  n  Reihen,  welche  der  Ausdruck 
evP*  bedeutet,  wenn  p  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet;  sie  sind: 


e/v2«-ix=l  +  iV2„_i.T  -f-  2j  r  jg  

Zunächst  sieht  man,  wenn  man  durch  x0  den  «ten  Theii  der 
Summe  der  Reihen  (1)  bezeichnet,  dass  man  erhält: 

*o=1-«i+^ö!--=»i:j>j:>+i,: 

denn  bei  der  Addition  dieser  Reihen  fallen  alle  Glieder,  deren 
Exponent  nicht  durch  n  theilbar  ist,  fort,  weil 

I     p=t» — i 

-2  AVfi°  =  0, 

wenn  a  nicht  durch  n  theilbar  ist.  Ist  aber  a  durch  n  theilbar, 
so  ergiebt  sich  (Kr  den  obigen  Ausdruck  für  jeden  ungeraden  Quo- 

Q  Q 

tienten  -  der  Werth  —  1  und  für  jeden  geraden  Quotienten  - 

der  Werth  +1;  ebenso  ergiebt  sich  für  a  =  0  der  Werth  +1. 

Multiplizirt  man  ferner  die  erste  der  Reiben  (l)  mit  iV-i,  die 
zweite  mit  A-s  und  so  fortfahrend  die  letzte  mit  2V_(*,,_i),  addirt 
sie  sodann  und  nennt  den  nten  Theil  ihrer  Summe  xx ,  so  erhält 
man,  da  Aa.A_a=l  ist: 


In  der  angegebenen.  Art  fortfahrend  bestimme  man  die  Grössen 
x%t  xs,  Xn-i*  welche  der  Reibe  nach  folgende  Bedeatun- 
gen  haben: 
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*J  =3!"  ~    F3)I  +  Ö^+W  »    Jr*"1  *  2p+1'' 


Im  Allgemeinen  konnte  man  daber  für  die  Grösse  xq  folgende 
Gleichung  aufstellen : 

Nach  der  Analogie,  welche  zwischen  diesen  Reihen  oder  Aus- 
drucken nnd  den  trigonometrischen  Funktionen  sinar  und  cosjt 
besteht ,  kGnnte  man  dieselben  die  Funktionen  nten  Grades  für  x 
oennen  und  die  trigonometrischen  Funktionen  sinx  und  cosar  konn- 
ten alsdann  die  Funktionen  zweiten  Grades  heissen« 

Nach  diesen  Annahmen  hätte  man  sodann  n  Funktionen  fiten 


Es  ist  leicht  zu  zeigen»  dass,  wenn  man  n=2  setzt,  die  tri- 
gonometrischen Funktionen  cosj?  und  sinar  aus  der  allgemeinen 
i  Formel  (2)  hervorgeben;  denn  man  hat  in  diesem  Falle: 

ar>    x*  p=1 
xx  =  x  —  jj  +  s . . .  =  i £  ^*p-i  ehP \  ir ; 

und  es  ist 

;s  *VMr  =  — ö —  =  coa* 


- 

*     _-*p-1  e  *r  H*  =  — ^  =  2l —  —  8,n"r  * 

Um  näher  auf  die  Funktionen  dritten  Grades  einzugehen,  deren 
es  drei  giebt,  welche  mit  x0,  xt,  x%  bezeichnet  werden,  bemerke 
man  zunächst  die  Bedeutung  folgender  Zeichen.    Es  ist: 
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3o  =  l 

-         2*  .  .  2«  -1+V^3 

^^COSj  +i81DT  =  ^  

Darnach  ist: 


3j  =cos -j-  +  =  —  1 

«  4*  .  .  4»__-l-V-3 
34=cosT+«mT  5  

35  —  co»-^--f  i*m  ^  =  ^  


*o  =  *  —  gr  t  g|  •  •  •  •  =  ?'+|X 

x%      xb      x9  p=* 


 2  e—i—'  +  e"*+ 


Die  drei  gefundenen  Grossen  j?0,  *i»  haben,  wie  die  betref- 
fenden Reiben  zeigen,  reelle  Werthe,  welche  «ich  unter  folgen- 
der Form  darstellen.    Es  ist: 


x0  =  \  («-*  +  2** cos x  Vi) 

w 

X  X 

x,  =  i(-<r-*-|-e*cosjrVt  fessln*  Vj) 

1  x 

xa  =  J(e-*-e*co8xVi  +  s»V3sin 
welche  Formen  man  auch  auf  folgende  anderen  bringen 

X 

*o=  J(«-*  +  2e*c<wjrVl), 

j:,  =r  i[-«-*-f  2e*ce«(*Vi-l*)]. 

5 

je,  ss  i[e-*-f  2e*cos(jr  V\  —  **)]• 


(3) 
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Nach  derselben  Artsollen  hier  noch  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des, deren  es  vier:  x0,  xlt  x%>  xz  giebt,  aufgestellt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man,  dass  4p  in  den  einzelnen  Fäl- 
len folgende  Bedeutung  hat: 

4o=l  44  =  -l 

4l==(l-fi-)Vi  46  =  (-l-0V4 

4«  =  i  46  =  -i 

41«(-l-f0Vi  4r=(l-t)v';. 


Darnach  ist: 


x*     x8  p=3 


1 


X'  =  3T  -?T  +  Hl  •  "•  =  i^-^-t'««»^'* 


Die  reellen  Ausdrucke  für  dies«  Grössen  sind  folgende 
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*0  =  ä  cos*  Vi, 

■ 

 g  «mar  VI -f  5  «nxv'i)V4> 

arÄ=  g  smxVi, 

/e'Vi  +  e-'VJ  #             exVl  —  €-*Vi  .  \ 
*3  =  ^-  2  «n*Vi  ä  ««"«Vi  J  Vi- 

Gehen  wir  zar  Allgemeinheit  zurück,  so  existiren  manche  Ana- 
logien zwischen  dcTn  aufgestellten  Funktionen  und  den  trigonome- 
trischen. 


Die  Eigenthümlicbkeit, 

ÖC09.T 


Bx 
und 

3  sin* 

-gj-  =  C0Sff. 

tritt  auch,  etwas  verändert,  bei  den  Funktionen  höherer  Grade  aut 
und  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

Für  irgend  welchen  Grad  ist  für  q  >  0 
für  ty  =  0  und  die  Funktionen  nten  Grades  ist 

Sgf— *-»• 

ex 

Um  <Ua  Erste  so  seigen,  ist 


BXm         1  ' 


und  für  den  zweiten  Fall  Ist: 

|      p=n  — 1  |       p=n— 1 
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Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  ist  für  die  Funktion 
dritten  Grades: 

und  diese  Eigenschaften  lassen  sich  aus  den  reellen  Ausdrücken 
(3)  herleiten ;  denn  nach  jenen  Formeln  ist 

X  X 

x%  =  e§cosjrv'i  +  eiV'3sina:Vi), 

also 

■ 

-£j  =  1(—  e~*  —  i€*cosa:Vi-f  ieiV'3sinarV5 

+  *T*VJsin*  Vi  +  8e5cos*Vj) 

=  +  e*cosarVl+  e*V3sinxV!)=Xi; 

ferner 

jj:  =  1  («-*  +  ie* cos *y  !  -I-  ie*V  3sin*V  * 


—  «Vi«in*Vi  +  U*sin*VJ) 


=  i(e-*  +  2e5cos*V})  =  *0; 


j£  =  1  (—  e-*  +  e*  cos  *  V  l  -    V  3  sin x V  }) = — 

» 

Ebenso  lassen  sich  die  für  die  Funktionen  vierteo  Grades 
bestehendeo  Gleichungen 

&Tj  &Tfl  &Tq 

aus  den  Ausdrücken  (4)  derselben  herleiten;  denn  man  hat  aus 
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"a^  =  *  v  2  8,n  *v  *  2  COS  ^  • 

+  co«a:y  i  +  -  ^  einxV  ij 

- 


ferner 

8?—^  2~  «»narVi+  ^  co«xViJvi  =  *f; 

«odann 

*3J—  ■  ^  2  8,n *V  1  +  2  co***  * 

+  2  cosarv;  g  «inaf  ij 

=  ö  cos  xy  ;  =  x0; 

endlich 

"SF^V  2  ™sxV4  ^2  «ioxViJVi=- 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Sätze  hätte  eich  sowohl  im  Allge- 
meinen, als  auch  in  den  besonderen  Fällen,  leicht  aus  den  betreffen- 
den Reihen  herleiten,  lassen. 

Nach  der  Gleichung  (2)  hat  man  för  einen  beliebigen  Grad: 

(5) 

1 

x0  =  -  (e*(*  +  e*.*. . . .  +  e*W-i*) , 


xa  =    CTC-i^e^»*  4-  N^e^'  ....  +  ^-2»+i*«AW-i*>t 
1 

An»  diesen  n  Gleichungen  kann  mau  folgende  n  anderen  bilden : 
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m 

*o  +  #1*1  +  #i**t  +  #i  **a  •  •  •  +  #i 0-1  *«-i  =  « A'' x . 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  n  —  1  andere  bilden,  welche 
nicht  mehr  den  ursprünglichen  Ausdruck  x,  sondern  nur  noch  die 
Funktionen  x0,  xx  ....xn~\  enthalten.  Man  erhält  dieselben  fol- 
gendermaassen : 

Multiplizirt  man  sämmtliche  Gleichungen  mit  einander,  so  er- 
hält man 

e*.* .  e">* ....  eNtn-\*  =    "»+ * . + •  •  •  •  +         =  1 . 

Erhebt  man  darauf  die  erste  Gleichung  in  die  Potenz  IVt ,  die 
weite  m  die  Potenz  N9  u.  s.  f.,  die  nie  in  die  Potenz  2V*»-i,  so 
erhält  man: 

e^'.«](r.,',,,«*,|,-ll  =  «,W  +  jr',+-+J,,Wll  »  1, 

•od  man  sieht,  dass  man,  in  dieser  Art  fortfahrend,  n— l  Glei- 
chungen bilden  kann,  in  welchen  x  nicht  mehr  vorkommt 

Für  die  trigonometrischen  Funktionen,  fär  welche  n=2  ist, 
gehen  die  Gleichungen  (6)  Aber  in 

cos*  -f  ^  sin*  =  «M , 

cos*  -f.  2g  sin  *  =  ; 

welche  sich  in  die  bekannten  Gleichungen  umformen  lassen : 

cos*  ■+  tsin*  =  ext9 

cos  *  —  i  sin  x = e~Ti. 

Aus  ihnen  entspringt  durch  Multiplikation  die  Gleichung 

cos**  +  sin**=L 

Für  die  Funktionen  dritten  Grades  liefern  die  Gleichungen  (6) : 

x0  +  34*i  +3i*jt, = e'»* , 

*e  +  31*,+ai»*a*«M. 
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deren  Produkt  auf  die  Gleichung  führt : 

äo' — xx  •  +  a?ta  +  ZxqXiX%  =  1. 

Um  die  zweite  Gleichung  ohne  x  su  erhalten,  potenzire  man  dt« 
oberen  Gleichungen  der  Reihe  mit  3t,  3a  und  3».  Dies  liefert, 
wenn  man  das  Produkt  aller  Gleichungen  nimmt : 

X(*o-*i-f*t)-,(*o  +  ^ — *l  +  2  *  =l 

Es  ist  mir  trotz  vieler  angewendeten  Mittel  bis  jetzt  nicht  gelun- 
gen, diese  Gleichung  in  eine  Gleichung  reeller  Grossen  zu  ver- 
wandeln. 

Für  die  Funktionen  vierten  Grades  liefern  die  Gleichungen  (6) 

*o  +       +        +        =  . 

*o  +  *3*i  +  V*»  +  4BB^i  =  «4'*- 
*o  -f  4öari  +  46*j-2  -f-  4a3.r9  =  e4»* , 

Die  Multiplikation  dieser  Gleichungen  kann  man  6ich  durch  fol- 
gende Betrachtung  erleichtern. 

Es  ist 

4,=(H0V1  und  44  =  (-l-0Vl; 


demnach  liefert  das  Produkt  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
e°=  1.  Ebenso  Ist 

4,  =  (-]  +  i)Vl  und  4y  =  (l-0Vi; 

also  liefert  das  Produkt  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  wie- 
derum e°=l. 

Die  erste  und  dritte  Reihe  geben 

■ 

*b  +  ~fj-*t  TWl  +  ^^l^ S(l+0V1  • « . 

und  ihr  Produkt  liefert 
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4er  Begriffe  von  co»*  und  »In  r, 
*0« + 2i*o*3  -  ixx*  +  2*,*,  —  *s*  +  i*t*  = 1  1 

*of + 2.r,  *s  —  *4* + 1  (*t* -f 2*0*a — a?,  *)  =  1 . 

Diezweite  und  vierte  Gleichung  entstehen,  wenn  man  in  der 
dritten  und  ersten  —  i  statt  i  setzt,  und  müssen  deshalb  als  Pro- 
dukt liefern: 

*0*  +  2d?i:rs  —  *2* — t  (*8*  +  2*o*t — xt%)  =  1. 
Demnach  ist  das  Produkt  aller  vier  Gleichungen: 
(*0* +2*!*8  -***)•+ (V  +  2*0*3-*,*)«=  1 . 
weiches  in  die  beiden  Gleichungen  zerfällt: 

xj\<lxxx%-x£-\t 
*3*  \  2*0*3— *!*  =  0. 

Schreibt  man  für  die  vier  obigen  Gleichungen 

i 

so  erhält  man  die  Gleichung 
oder 

und,  weil  sowohl  AC  als  #0  gleich  1  ist: 

i 

/IDM£)<=1; 

welche  Gleichung  in  Hinsicht  ihrer  Zuruckföhruog  auf  reelle  Grössen 
dieselbe  Schwierigkeit  darbietet,  wie  jene  bei  den  Grossen  3.  Grades. 
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Endlich  erhält  man  noch  die  Gleichung 

A<  B-iC*D-i=  1, 

deren  Richtigkeit  eich  ans  den  beiden  früheren  Gleichungen  AC=  1 
und  BD  =  1  herausstellt. 

Die  Formeln 

cos  (x  -\ry)  =  cos*  cos  y  —  sin  x  siny 

uud 

sin(x  +  y)  =  sin:rcosy  +  cos  arsiny 

lassen  sich  ebenfalls  för  die  Funktionen  höherer  Grade  aufstellen; 
denn  man  erhält  aus  den  Gleichungen  (6): 

(*o  +        +  •  •  •  tfi-1  *— 0  (*>  +        +  tfiVi  •  •  •  -  ^i— ^  Jfb-i) 

(*0  +  ^s*i  +         . . . .  -Wi — 1        (y0  +  Aifk  +  # i  V. ....  2V,— *  ) 

= 

(x0  +  A^.iJT|  ....  iVi«-!»-1  ara_i)  (y0  +  Ntn-ifr ....  iV««-i«-1 

führt  man  die  Multiplikation  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  aus, 
so  erhält  man: 

*o3fo + K\  tetfi  +  *iyo)  +  tyÄteiyi + +  *«yo)  •  •  •  • 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Ausdrücke  kann  man  die  der 
folgenden,  welche  man  erhält,  indem  man  färi^:  2V,,  iV^,.... 
setzt,  ersehen. 

Addirt  man  nun  sämmtliche  Gleichungen  und  nimmt  den  nten 
Theil  der  Summe,  so  erhält  man  - 

(x + y)o  —  *oyo  —  *i       —  J2  .y .  x»_i5i ; 

durch  Multiplikation  der  auf  einander  folgenden  Reihen  mit 
2V-,....2V_*«-fi  erhält  man,  wenn  man  wieder  addirt  und  den 
nten  Theil  der  Summe  nimmt, 

(*  +     =*o*  +  J*Oto-*ay«-*  ....  «»-ff*  . 
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Es  ist  nicht  schwierig,  die  folgenden  Formeln  iu  bilden,  and  man 
erhalt: 

+ y)%  =  * ©yi + *  iyi  +  **yo — zzy*-*  —  #4y«-*  •  •  •  •  *«-iya » 


(«*  +  y)»-i  =  *oy»-i  +  ^y«-*  ....  y0- 
Jede  dieser  Gleichungen  bat  auf  der  rechten  Seite  »  Glieder.  . 

Um  die  Formeln  für  die  Funktionen  von  .r+y  für  die  ersten 
Grade  zu  bilden,  beziehe  man  die  betreffenden  Formeln  auf  diese 
Grade.   Man  erhalt  alsdann  für  fi  =  2: 

*oyo+2i  fro*  +  .rtfo)  +  V*i.%  =  «*»<*+»>. 

+  25  (^oÄ  +  *iyo)  +  2S*^l3fl  = 
Dnrcb  Addition  beider  Ausdrucke  ergiebt  sich  nach  dem  Halbiren : 

(x  +  y)0  =  Jroy0  — jr,y,, 

welches,  in  die  abliebe  Form  übertragen,  die  Formel  giebt: 

m 

cos  (x -f y)  =  cos  x  cosy — sin  x  sin  y. 

Multiplizirt  man  die  erste  Gleichung  mit  2-i,  die  zweite  mit  2— t, 
uod  nimmt  sodann  die  Hälfte  ihrer  Summe,  so  ergiebt  sich: 

(*  +  y)i=*oyi  +  *jy<>» 
sin       y)  8=  cos  x  siny  +  sin  a;  cosy . 

Für  die  Funktionen  dritten  Grades  ergeben  sich  die  drei  Formeln : 
(*  +  y)o— -»i3la— » 

(*  +  y)i  =«dys  + *iyi  +  *«yo- 
Für  die  Funktionen  des  vierten  Grades  endlich  hat  man : 

{* + y  )o = «oft — *i  y» — **y • — *sy  i , 
(*+y)i=*byi  +  *iy0— **y*— *ay*. 
(* +y)»=**oy»  +  *iyi  +  *eyo-  *»ya » 
(* + y)t  =»  tfoy*  +  *i  ya  +  **yi  +  *>yo  • 

Von  diesen  Formeln  lassen  sich  zahlreiche  Anwendungen 
mache*,  von  denen  feigende  hier  einen  Platz  finden  mögen. 
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Fflr  die  Funktionen  dritten  Grades  erhält  man: 

(2^  =  ^,  +  *,*, 
wenn  man  x  f3r  y  einsetzt. 

Setzt  man  ferner  2x  für  y  ein,  so  erhält  man: 

(3x)0  =  x0*-xl*  + xft» — öx^x« = 1  -  9x^X1 , 
(3x),  =  3(x0*x1  —  XoXj1— x,*x2) , 
(3x)a = 3  (x«^*  -|-  a-0ajra  —  Xj  xa2). 

Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  der  Funktionen  fOr  ; 
x  =  —  x  und  y~x>  wodurch  x+y  =  0  wird,  und  bedenkt, 
V  — *iS  +  *«8  +  3*o*i*»=  1»  und  das s  O0  =  1,      =  0,  0»  =  0 
ist,  so  erhalt  man : 

(-*)o  =  *o*  +  *i*«. 
(— *)i  =  —  *s*— *o*i » 
( —  x)t =     *i*  "~*  *©*«• 

Hierdurch  werden  die  Werthe  folgender  Reiben  gegeben : 

*'  *• 

**  *7 

(—  x),  =  —  x42  -f  3-0*1  = — *  —  jf  —  7J  »  -  » 

.r*  xft 

(—  *)a=s*i1-'  *o*»=2f  +  5i  +  gj 

Aus  den  gefundenen  Formeln  für  die  Funktionen  von  2x  und 
—  x  stellen  sich  leicht  folgende  Formeln  zusammen: 

(2x)o — ( -  *)o = ~  3  xtxs , 

(2*)i-(-*)i=  3xo*a> 
(2x)a-(-x)f=:  3xaX,. 

Ans  den  Formeln  fllr  die  Funktionen  Werten  Grades  von  x-f  y 
entwickeln  sieb  für  die  Funktionen  von  2x  folgende 
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(^)o  =*u*— SU?i*8— *i2=l  —**i*9  ■ 

(2j:)i  =  2xt)xl  —  2x%x3 , 

(2ar),=  2*oJrt  +  V  -  V  =4ro*2, 

("2jt)3  =2r<yr,  +  ^Xj. 

Aas  den  anfänglich  aufgestellten  Reihen  ersieht  man,  da*s  für 
de»  vierten  Grad  ist: 

(-3%=*0.  (-*)|=—  *l»  (~  2,  — UV 

Die  Formeln  für  die  Funktionen  vonx  +  y  geben,  wenn  man  in 
dieselben  y  =  — ar  und  #  +  #=0  setzt,  vermöge  der  Gleichungen 
j0*  +  2x,jrs— xaa  =  l  und  j:3a  +  *2jt0x.2  —  =0  richtige  Resul- 
tate, denn  man  weiss,  dass  00=I,  0|  =0,  0a=0,  03  =  ö  ist. 

.  •  i  ■ 

Setzt  man  —  y  für  t/,  so  erhält  man: 

(*— Jf)a  =    ^oSfr-'iifi  +  +*^s. 
— y)s  =  —  -*u'/s  -f.^ijü  +^0- 

Endlich  sind  einige  eigentümliche  geometrische  Beziehungen 
bei  de>n  Funktionen  drittelt  und  vierten  Grades  zu  bemerkein 

Man  hat  für  die  Funktionen  dritten  Grades 

X 

ar0=sJ(e^  +  2«acosjrV5),  J  .  • 

X  X 

xt  =  »(«-*  +  Zensor  Vi  +  #V3sina?Vj) . 

v  * 

*  -f        •  . 

j:2  =  !,(*?-■*  —  e*cosx\/J  +  eaV3sinarV  «); 

•lenkt  man  nun  irgend  einen  Winkel  a±=zx\/\t  so  lassen  «ich  diejeni- 
gen Tbeile  dieser  Funktionen,  welche  nicht  e~x  enthalten,  folgen- 
Her  Massen  construlren.   Man  nehme  (Taf.  V.  Fig5.)  an,  BAC  sei 

X 

gleich  und  AB  bei  eiuer  beliebig  gewählten  Einheit  e*,  so 
erhält  man,  wenn  man  das  Loth  BD  von  B  auf  AC  fallt,  die  Linie 
AD  in  drai  T heile  tbeilt  und  zwei  dieser  Tbeile  auf  AE  nimmt 

X 

AE*=  ivPrnsxVl. 

Titel  XXXL  21 
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Macht  man  nun  den  Winkel  BCA^W  und  construirt  üher  EC 
ein  «leichseitiges  Dreieck  EFC,  so  hat  man 

s  * 

EF-=  l(e*c»sxVi  +  «V3sin;r4' 

und 

e*coaa?V  4  +  <?V3sin  *%•'•) , 

was  man  leicht  ermessen  kann,  wenn  man  die  Linie  i)H  parallel 
EF  zieht,  deren  Länge  ist 

nn-  nr  -  *2  -  Ä^i*f  V  * 


Könnte  man,  ohne  die  Einheit  zu  kennen,  au»  e*  construiren. 
an  Uesen  sich  die  Grössen  x0,  xlt  x%  construiren;  denn,  wenn 


man  AE  um  -y  verlängert  und  von  dem  dann  erhaltenen  End- 

punkt  eine  Parallele  mit  EF  zieht,  so  ist  diese  um  ~g—  kürzer 
als  EFund  stellt  alsdann  xx  wirklich  dar,  so  wie  die  Linie  von 

Ii  Ina  zum  Endpunkte  von  xx  in  der  Linie  BC  um  länger 
als  BF  ist  und  also  a:a  wirklich  darstellt. 


Hei  zwei  Winkeln  a  und  a',  welche  sich  um  2«  unterschei 

den,  sind  die  Dreiecke  ABC  ahnlich;  denn  wenn 

ist,  und  man  durch  x\  den  tu  «'  gehörigen  Werth  von  x 
uet .  so  hat  man 


in 


v  3 

An  **  .  « 


V=l[e   V3-*  +  2eV»+fCos(2Jr  +  xv:)] 
s=i(t"^»  *-f2**s  «coearV*). 


und 


jV  =  i(e"  v  t "  -  es*  *  ä  cos  *  V 1  +  eV»  +»4/3sin  x  Vi). 
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471 

AMann  kann  man  die  von  e  V«      unabhängigen  Glieder  wie 

früher  construiren,  Indem  man  AB  nicht  mehr  gleich  e*.  sondern 

gleich  eV*  2  macht.  Denkt  man  eich  wiederum  ftfr  diese  Con- 
«truction  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V.  Fig.  5.)  gewählt,  so  sind  x0' 

und  x+  um  gleiche  Stücke  kürzer  als  x0  und  .rf,  weil  e  vs 
kleiner  ist  als  er*,  und  a^'  ist  parallel  mit  xx  und  grosser  als 
dasselbe ,  also  der  Linie  EF  näher  gerückt.  Denkt  man  sich  den 
Winkel  et  um  unendlichmal  2n  gewachsen,  so  verschwindet  die 
Potenz  mit  negativem  Exponenten  von  e,  und  man  hat  mithin  in 
den  Linien  AE9  EF  und  FB  diejenigen  Linien,  welchen  sich 
die  Grossen  x09  xl9  xt  nähern,  wenn  et'  =  2m?» -f  a  ist,  und 
n  durch  alle  ganzen  Zahlen  bis  zur  Unendlichkeit  wächst  und 

Stellt  man  eine  Tabelle  auf,  indem  man  den  Winkel  er  von 
Noll  ausgebend  immer  um  30°  wachsen  Hast,  so  ergiebt  sich: 


Sil* 


* 


Digitized  by  Google 


310 


Bepssell:    Versuch  einer  Erneuerung 


u~xV\ 

30° 
00° 

t 

120° 
150» 
180" 
•210° 
-240° 
270" 
300" 

330° 
360° 


e—  +  c*  V3 


3 
3 


-eV3 
3 


~~ 3~ 


3 


»— jr 


390« 


3 

jr 

3 

i 


<>-*  +  2g* 
3 

e-*  +  eV3 

 3  


o 

x 

—  e-*+eV3 

 3  


—  e~*  V3 

"      3  " 

3 

—  «-* 

X 

—  p—S  —  *>2 


e-x_-cV3 


—  c-*  +  g*i/3 

3~ 


0 

T 

. «  i 

x 

€-x  +j* 

3 

X 

e—  +  2f  * 

 3~~ 


*V3 


"3~ 


3 


3 


-X_,.l 
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Die  aufgestellten  Werthe  finden  ihre  geometrische  Erklärung, 
wenn  man  sich  durch  den  Punkt  A  (Taf.  V.  Fig.  5)  drei  Axen 
Uü\  FF',  WW4  uoter  60°  Grad  legt.  Die  Linien  x0,  xlt  x% 
bilden  nämlich  eine  gebrochene  Linie,  in  welcher  x0  in  UU4  fällt 
und  xx  und  x%  den  Axen  FF',  WW4  parallel  sind.  Die  Linie 
ist  nun  positiv,  jenachdem  sie  auf  AU  oder  auf  AU4  abge- 
o  werden  muss.  Ebenso  ist  xx  positiv  oder  negativ,  jenach- 
dem sie  nach  der  Richtung  AV  oder  AV4  liegt  und  x%,  wenn 
**ie  nach  A  W  oder  4  H"  gerichtet  ist. 

Ferner  zeigt  die  aufgestellte  Tabelle  manche  interessante 
Eigentümlichkeit.  So  sind  für  die  Winkel  60°  und  240°  die 
Grossen  x0  und  x2  einander  gleich,  weil  bei  diesen  Winkeln  die 
Linie  EF  und  also  auch  xx  parallel  mit  AB  ist  Bei  120°  und 
3O0°  sind  .r0  utid  xx  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt,  und 
für  diese  Winkel  fällt  AB  mit  BC  zusammen. 

Sodann  kann  man  vermittelst  dieser  Tabelle  sich  über  den 
I>auf  der  drei  funktionell  in  den  ersten  vier  Quadraten  einige  Auf- 
klärung verschaffen. 

jr0  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Werthen  90°  und  120°,  es  bleibt  sodann  negativ  bis  270°  und  geht 
zwischen  den  Winkeln  27fJ°  und  300°  wieder  zum  Positiven  über. 

jcx  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Winkeln  120°  und  150°  und  bleibt  sodann  negativ,  bis  es  zwischen 
den  Winkeln  330°  und  350°  wieder  zum  Positiven  übergeht. 

x%  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  zwischen  210°  und 
240°  über,  und  ist  sodann  negativ,  bis  es  zwischen  3U0°  und  420° 
wieder  zum  Positiven  übergeht. 

■ 

Fasst  man  zunächst  den  Winkel  ins  Auge,  für  welchen  ar0=ö 
i*t,  and  nennt  denselben  ß,  so  ist  aus  der  Tabelle  ersichtlich, 
dass  V2KP>ß>90°  ist. 

Zur  genaueren  Bestimmung  des  Winkels  ß  wähle  man  die 
Reihe  fär  x0,  welche  sich  in  folgenden  Ausdruck  verwandeln  Insst: 

*0=Ü  =  1~(Ä)    +  l\~n' 

Dieser  Ausdruck  liefert 


i 
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und  da  ß  zwischen  90°  and  120°  liegen  mus*,  «o  darf  man  nur 
das  untere  Zeichen  der  Wurzel*  anwenden  und  erbSlt  somit: 


(|2  ) '  =  60 -V  288Ö  +  720  ff : 


lässt  man  das  Glied  720  R  der  Wurzel  fort,  »o  erhält  man,  da 
der  Subtrahend  verkleinert  wird,  ein  groseres  Resultat  als  man 
erhalten  sollte  und  kann  also  schreiben: 

wonach  der  durch  «die  Gleichung: 

zu  berechnende  Werth  von  y  grosser  als  ß  ist.    Die  Berechnung 

dieses  Werthes  ist  folgende: 


Iog2880  = 


53.6(i564  =  V288Ö 


demnach  ist: 


91° 


48' 
34" 


=  1,602378 
=  1 ,588250 

0,0141*28 

=  0,013963 

0,000165 
-0,000165 

O.O'HUXH) 


3,4593925 

2)1,7296963 
911 

49 

~3Ö 
32 


V~6,33436v/3 
y=  

log6,33436  =  0.8016986 

41 

0,8017027 
3)0,2672342 

logV3=s  0,2385607 

log  2=  0,3010300 
0,2047649 

_  1*® 
211 

190 

HO 

y=9l°48'34">0 


1.602378=^ 
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Durch  die  Reihe  fflr  *0.  welche  in  deo  Ausdruck  übergeht: 

findet  man  ferner  einen  Werth  ü  9  welcher      wehen  90°  und  ß 
;  denn  es  ist:  ' 


(»■>-(»'■ 


Die  Allere«  hnung  des  Werthes  i  ist  folgende: 


5  = 


y6y3 

2 


d=  1,573673 
'X)o=  1,5707% 

0,0O2K77 
y =0,0026 18 

0,000259 
0,000257 


logti^  0,7781513 
3)0,2593838 

log  v3  =  0,2385607 
-(13^0300 

0,1909145 

8943 

202 
193 

~9Ö 
83 

<5  =  9O°9'53"<0 


1,573673  =  d 


F.s  liegt  mithin  ß  zwischen  91"  48'  34"  und  90°  9'  53". 

Um  den  Winkel  ß  genauer  zu  bestimmen,  berechne  man  xn 
fflr  den  Winkel  91°  48': 


»  ■ 


«3=910  48' 

*  -  > 


91°  =1,588250 

48' =0,013963 
1,602213 


ul.M 


X  = 


3,204426 
V3 


Man  berechne  liieret  den  Aufdruck:  • 
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—  A  -  2«» cos  Ol«  48'  =  -  ie*sm  1«  48' , 
log  A  r=  log  2  +  log  sin  F>48'  +  |  log  e , 

x 

2  log  e  -  B .  log* + log  (log  e)— log  2  =  log  B . 


log.V2<)4426=0,5057'407 

27 
8 

log  V3= 0,23851)07 
loga:  =  0,2671895 

log  (log  e)  =  log  0,4342945  =0,6377798  -  l 

45 

log  2 =0,3010300 

0,6039438- 1       0,40 1 7388  =  B 
343 

"95 

m 


log  2 
logsin  l°48' 
log/? 


0,3010300 
0,4970784  -  2 
0,4017388 

0,1998472 
374 

1  98 
82 

100 
164 


-  0,1584336  =  2e*cos  91«  48' 


■  •  ■  •  ■  i 


Nunmehr  berechne  man  e~x  =  C,  dann  ist  logC=  —  x\o$ex 
man  setze  *loge:=Z>,  so  hat  man  logar-f  log(log*)  =  log/> 


logar=0,2671895 

log  (löge)  =0,6377843—  1 

0,9049738-1 
9697 

~~4l 
38 

30 

32 


1  -1 
0,8034776  =iogC 
0,1965224-  f~ 
078 

146 
138 

80 

83 


#-'  =  0,1572253. 
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E«  iMt  mitbin  jr0  mr  den  Wmkel  91<>48'r=  — 0,0012085,  also  ist 
9l°48'>0.  •  •  i  <  .'  : 

Ebenso  berechne  man  jt0  für  91°47': 

»  ■ 

91°  =  1,588250 

47'  =  0,013672 
1,601922 
3,203844 

10^3,203844^  0,5066654 

54 
4 

lo^V3=0,2385607 
log*  =  0,2671 106 

log  (log«)  =  0,6377843—1 

log2=  0,3010300  

0,6038049—1 

*  8586  ©,4016ö58=;# 

63  . 
54 

log 2  =  0,3010300  "90 
log  »in  1'47'  =  0,4930398-2  86 
g  =  0,4016658 

0,t«J5?356—l 

336        •    0,1569407  =  2e*cos  91-47' 

200 
194 


log*  =  0,2671 106 

log  (log  «)= 0,6377843  r  \ 

0,9048949         1  -1 

8940      -0,8033317  =logC 

9  0,1966683-1 
5  6495  •  *'  ■ 

*4Ö  T88       **•      '  '  '  ' 

38  166  :       ■ '' 

220  ' 

«-'=0.15722768  221 
Mithin  ist  *0  filr  den  Winkel  91°47' =0,0003361 ,  also  ist 

Dl  Ol?/ 


P>  91*47'. 


■ 


Digitized  by  Google 


322  Beyiselt:    Versuch  einer  Krweiierung 

Der  Winkel  ß  ist  mithin  auf  eine  Minute  genau  berechnet 
gleich  9P47'. 

Auf  sehr  ähnliche  Weise  (ludet  man  für  da*  xt  des  Winkels 
I49°4l': 


2e*cos  (x  Vi  —60)  =0,049<K>080 

=0,04897000, 


mithin  ist  Bxx  für  den  Winkel  149° 41' =0,0009808  und  auch  die- 
ser Winkel  ist  auf  eine  Minute  derjenige,  für  welchen  xx  =0  wird. 

Man  kann  sich  nach  dem  Früheren  eine  Idee  über  «den  allge- 
meinen Gang  der  Funktionen  x0,  xx ,  xt  bilden,  wenn  man  x  von 
—  ao  bis  H  od  wachsen  läset. 

Die  Funktion  x0  ist  für  x= — oo  positiv  od  und  nimmt  mit 
wachsendem  x  stets  ab,  bis  dieselbe  für  den  Winkel  a—x\\ 
von  9l°47'  gleich  Null  wird  und  ins  Negative  übergeht.  Bei  die- 
sem stetigen  Abnehmen  erreicht  sie  fär  ar=0  den  Werth  1;  sie 
ist  mithin,  wie  auch  die  Reihe 

*     x*  x* 
x°  =  1 ~~  31  +  Fl  * '  " 

zeigt,  für  alle  negativen  Werthe  von  *  grosser  als  1.  Aach 
daraus ,  dass  für  x  =  0  die  beiden  ersten  Differettzialquotfenteo 
— x%  und  —  xx  gleich  Null  sind,*der  dritte  jedoch  —  x*  den 
negativen  Werth  —1  hat,  sieht  man,  dass  der  Werth  1  für  x0 
bei  x  =  0  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist,  und  dass 
x0  fär  wachsende  Werthe  von  x  im  Abnehmen  begriffen  ist  Für 
positive  Werthe  von  x  nimmt  also  xQ  ab,  bis  es  bei  dem  vorge- 
nannten Werthe  von  x,  welcher  dem  Winkel  a^xVl  Von  91°47' 
entspricht,  Null  wird,  und  nahe  bei  xV\  =ct=l210°  und  zwar  bei 
einem  etwas  grösseren  Werthe  dieses  Winkels  sein  Minimum  er- 
reicht. Von  da  ab  beginnt  x0  zu  wachsen  und  geht  bei  einem 
Werthe  von  x,  welcher  um  weniges  kleiner  ist  als  der,  welcher 
dem  Winkel  «=270°  entspricht,  durch  0  zum  Positiven  über.  Der 
Gang  von  x0  bleibt  nunmehr  für  grossere  positive  Werthe  von 
x  periodisch  und  zwar  in  folgender  Welse:    Bei  den  Wertheo 

7t 

von  x,  welche  den  Winkeln  a=2mn  +  g*  + e  entsprechen,  wo  i 

ein  kleiner  positiver  Winkel  ist  und  m  alle  ganzen  Zahlen,  «wischen 
0  und  od  bedeutet,  und  wo  ferner  der  Winkel  e  mit  wachsenden] 
m  abnimmt,  geht  x0  vom  Positiven  zum  Negativen  durch  Null 
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Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

«=  (2m + 

entsprechen,  findet  für  x0  ein  Uebergaog  vom  Negativen  zum  Po- 
sitiveu  durch  0  statt. 

Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

o=(2«i  +  1)w  +  1Jjt  — f 

eoUprecben,  hat  x0  ein  Maximum  und  diese  Maxima  wachsen 
mit  m,  indem  sie  (Hr  ein  unendlich  grosses  m  unendlich  gros« 
werden. 

Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

a  =  2mrc  +       +  t 

eoUprechen,  hat  ,x0  ein  IM  in  im  um  und  diese  Minima  nehmen  mit 
wachsendem  m  ab,  indem  sie  für  ein  unendlich  grosses  m  unend- 
lich negativ  werden. 

Die  Funktion  xt  ist  für  einen  negativen  unendlichen  Werth  von 
x  negativ  unendlich  und  wächst,  da  ihr  Differentialquotient  x0 
für  negative  Werths  von  x  stets  positiv  ist,  für  derartige  Wert  he 
ron  x  beständig,  bis,  sie  bei  ar=0  den  Werth  Null  erreicht  und 
ins  Positive  fibergeht.  Wächst  x  von  0  an,  so  wächst  auch  xu 
his  es  bei  dem  Winkel  a=91°47'  sein  Maximum  erreicht.  Von 
<fo  ab  nimmt  xx  ab,  bis  es  für  das  x,  welches  a=149°41'  ent- 
spricht, durch  Null  ins  Negative  übergeht.  Von  da  ab  nimmt  auch 
2(  einen  periodischen  Gang  au,  indem  es  für  die  den  folgenden 
Winkeln  von  ei  entsprechenden  Werth e  von  x  folgende  Kigeu- 
«cbaften  hat. 

Bei  a  =  (2m -f  1)»+  geht  aj  aus  dem  Negativen  durch 

Null  zum  Positiven  Aber. 

Bei  o=2m?r-f  *n — *  seht  jrt  aus  dem  Positiven  ins  Nega- 
tive Über.  , 

n  \ 
Bei i  a  —  2m« -f  2  "f  *  erlangt  es  seine  Maxima,  -welche  mit 

m  wachsen  und  für  m  gleich  unendlich  positiv  unendlich  sind. 

Bei  a  =  (m  +  l)w  +  ^ — «  erlangt  es  seine  Minima,  welche  mit 

wachsendem  m  abnehmen  und  ftir  m  gleich  unendlich  negativ  un- 
endlich sind. 

> 
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Bei  diesen  Betrachtungen  ist  wiederum  «  ein  kleiner  positi- 
ver Winkel,  welcher  mit  wachsendem  m  abnimmt,  m  geht  durch 
alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  <x>. 

Die  Funktion  x2  endlich  ist  für  x  = — oo  positiv  unendlich  und 
nimmt  für  alle  negativen  Wertbe  von  x,  da  ihr  Differentialquotient 
xx  negativ  ist,  ab,  bis  sie  für  x  gleich  Null  den  Werth  Null  er- 
hält. Bei  diesem  Werthe  geht  sie  jedoch,  da  ihr 'erster  Diffe 
rentialquotient  Null  und  ihr  zweiter  gleich  + 1  ist,  nicht  ios  Ne- 
gative Über,  sondern  der  Werth  Null  ist  ein  Minimum  und  die 
Funktion  jra  wächst  bis  zu  ihrem  Maximum,  welches  ffir  das  dem 
Werthe  von  a  =  149°41'  entsprechende  x  eintritt.  Von  nun  an 
geht  auch  x%  periodisch  fort  und  seine  besonderen  Werthe  stod 
folgende : 

Bei  a£r('2nt+ l)«+U*—c  g*ht  dem  Negativen  ins 

Positive  durch  Null  aber. 

Bei  a  =  2m*  -f-  \ln  +  e  geht  es  vom  Positiven  ins  Negative 
über. 

Bei  a=2mjr  +  *rr — c  hat  es  ein  Maximum  und  diese  Maxima 
wachsen  mit  m  und  sind  fär  m=«  positiv  unendlich. 

Bei  «  =  (2m  +  i)Ä-R*-fc  hat  es  ein  Minimum  und  diese 
Minima  nehmen  mit  wachsendem  m  ab  und  sind  für  m  =  ao  ne- 
gativ 


« 


In  diesen  Formeln  ist  m  jede  positive  ganze  Zahl  mit  Ein- 
schluss  der  Null  und  e  ein  Winkel,  welcher  sich  mit  wachsendem 
m  der  Null  nähert. 

Wie  die  Funktionen  dritten  Graden,  so  lassen  auch  die  Funk- 
tionen vierten  Grades  eine  geometrische  Deutung  zu. 

Man  hat  filr  die  Funktionen  vierten  Grades: 

e*v*  +  e-*vt 
*o  =  5  coa*Vi, 

/e*vi  +  e-*v;  .            e*v;  —  e-*vi  \ 
=  (  V  ™xV%  +  £    —  C°8ÄPV  VVl' 

xx  =  ö  »\nxV\, 

=  (  ^        sinxVl  —  2  cot-tVhJVl. 
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Um  dte*e  Funktionen  für  einen  spitzen  Winkel  «=a?vi  zu 
coostruiren,  zeichne  man  den  Winkel  o  als  BAC  (Taf.  V.  Fig.  6.) 
und  nenne  seinen  Schenkel  AB  e",  was  geschehen  kann,  da  noch 
keine  Einheit  gewählt  ist. 

Da  nun  *•  für  a>0  grosser  ist  als  er9,  so  giebt  es  in  der 
Lioie  AB  einen  Punkt  D,  welcher  näher  an  B  als  an  A  liegt, 

so  dass  AD^z  ~  A*-"  und  BDz=z^~^  ist.  Denkt  man  die- 
nen Punkt,  zu  dessen  AufGndung  man  jedoch  zunächst  die  Ein- 
heit zeichnen  müsste,  construirt  und  zeichnet  sodann  die  beiden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ADE  und  ABF,  deren  Katheten  in  die 
Richtung  AC  fallen  oder  rechtwinklig  auf  AC  sind,  so  hat  mau 
zunächst 

x0  =  ^ —  cosa  —  AE. 

Zieht  man  darauf  die  Linie  BC,  welche  mit'  AC  einen  Winkel 
▼on  45°  bildet  und  fällt  von  E  das  Loth  EG  auf  BC,  von  F  das 
Loth  F£f  auf  EG  und  zieht  von  H  eine  Parallele  mit  welche 
BC  in .  J  trifft,  so  ist  EH=xl9  HJ=x%  und 

Wächst  der  Winkel  «  um  2h,  so  vergross%rt  sich  e",  jedoch 
bleibt  das  Dreieck  ABC- dem  in  Taf.  V.  Fig.  6.  ähnlich.  Nur 
der  Punkt  D  nähert  sich,  da  e~a  im  Verhältnis*  zu  ea  kleiner 
wird,  der  Mitte  von  AB.    Für  den  Winkel  *2//i*  +  <*,  wo  m  un-  % 
endlich  genommen  wirej,  hat  endlich  1)  die  Mitte  von  AB  erreicht. 

Für  alle  Winkel  et  zwischen  Null  und  2n  passt  die  angegebene 
(  'Instruction  der  Linien  x0,  xlt  x.j  und  ar3,  wenn  man  sich  durch 
AB  Linien  gelegt  denkt,  welche  AC  unter  45°,  §0°  und  135° 
sehneiden,  und  die  Funktionen  nach  diesen  betreffenden  Linien 
raisst,  indem  man  sie  positiv  nimmt,  wenn  sie  in  diese  Linien, 
nod  negativ,  wenn  sie  in  ihre  Verlängerungen  fallen. 

Um  den  allgemeinen  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades 
festzustellen,  betrachte  man  dieselben  zunächst,  während  der  Win- 
kel osiVi  von  Null  bis  In  wächst.  Die  Funktion  x0  verschwin- 
det für  er  =  90°  und  lux  a=270°.  Die  Funktion  x%  verschwindet 
für  a=0,  «  =  180°  und  «  =  360°.  Die  Funktion  xx  verschwindet 
in  der  Nähe  der  Winkel  135°  und  315°.  Bestimmt  man  diese 
Winkel  näher,  so  findet  man  dieselben  auf  Minuten  genau  zu  135°30' 
uod  315<>0'. 

Die  Funktion  x%  verschwindet  in  der  Nähe  des  Winkels  2*25°, 
und  wenn  man  diesen  Winkel  näher  bestimmt,  so  ergiebt  sich  ftfr 
denselben  224*59'. 
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Ausserdem  verschwinden  noch  xx  und  x9  fär  den  Winkel 

Für  x8,  welches  zunächst  Ober  360°  in  der  Nfibe  von  405°. 
ist  för  diesen  Winkel  <?—  so  klein  im  Verhältniss  zu  ««».dass  e* 
auf  die  siebente  Stelle  dieser  Grösse  nur  noch  durch  Schätzung 
einen  Einfluss  hat. 

Da  die  Funktionen  vierten  Grades  so  zusammenhängen»  das* 
die  eine  der  Differentialquotient  der  nächst  folgenden  ist,  so  lässt 
sich  leicht  bestimmen,  wo  die  Maxiina  und  Minima  derselben 
ließen,  während  der  Winkel  a  in  einem  der  vier  ersten  Quadran- 
ten liegt. 

Für  Winkel  «,  welche  grösser  sind  als  2*r,  lassen  sich  fol- 
gende Gesetze  über  die  Funktionen  vierten  Grades  aufstellen. 

Die  Funktionen  x0  und  x%  verschwinden  stets,  wenn  der  coso 
oder  der  sin«  gleich  Noll  sind. 

Die  Funktionen  xx  und  x%  verschwinden,  wenn  tgo  =  —  1  oder 
=  f  1  ist.  Dieses  Gesetz  gilt  nicht  genau  und  zwar  verschwindet 
xx  bei  einem  etwas  grosseren,  xs  bei  einem  etwas  kleineren  als 
dem  angegebenen  Winkel»  jedoch  ist  der  Untershied  der  wirkli- 
eben Winkel  von  dem  angegebenen  nicht  Aber  einige  Sekunden. 

Wiederum  lässt  sich  leicht,  vermöge  des  früher  entwickelten 
Gesetzes  der  Differentialrechnung,  für  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des die  Lage  der  M.ixima  und  Minima  für  dieselben  bestimmen. 

Um  den  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades  fQr  negative 
Werthe  von  x  kennen  zu  lernen,  ist  es  nur  nuthig  zu  bedenken, 
dass  (— .T)0  =  a?o»  (— =  —xx ,  (— :r)i=  x%  und  (— x)t=— ar,  ist. 


■ 
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XXV. 

Vom  Krümmungs  -  Halbmesser. 

Von 

Herrn  Dr.  Sehlechter 

nm  Cirossiierzoglich  Badinchen  <»'jiuiia«ium  %n  Bruch<al. 


Es  sei  ABC  (Taf.  V.  Fig.  7.)  irgend*  eine  in  einer  Ebene 
liegende  beliebige  Curve;  wenn  sich  nun  eine  gerade  Linie  mn  so 
um  die  Curve  bewegt,  dass  sie  stete  tangirend  ist,  ohne  eine  Be- 
wegung nach  mn  machend,  so  wird  jeder  Punkt  p  der  geraden 
Linie  mn  eine  krumme  Linie  qp\U  beschreiben  von  folgender 
Figenthömlichkeit: 

Jeder  unendlich  kleine  Theil  pq  dieser  Linie  steht  in  jeder 
Lüge  auf  mn  senkrecht;  denn  dieses  kleioe  Linienelement  hat  in 
P9  dieselbe  Richtung,  wie  ein  unendlich  kleiner  Kreisbogen,  der 
van  A  ans  beschrieben  worden  wäre,  uod  dieser  wird  um  so  mehr 
mit  der  Krümmung  der  Curve  dbereinstimmen,  je  kleiner  er  ge- 
nommen wird.  Mithin  ist  pm  und  qm  senkrecht  auf  dem  unend- 
lich kleinen  Linien theil  W  und  jede  Tangente  der  Curve  ABC  ist 
auf  einem  entsprechenden  Liaientbeile  senkrecht. 

Bekanntlich  wird  die  Curve  ABC  Evolute  und  pqpiU  Evol- 
vente genannt. 

Wir  haben  nun  gesehen,  wie  die  Evolventen  aus  den  Evoluten 
erzeugt  werden  und  es  würe  jetzt  unmittelbar  die  Aufgabe,  au  sei* 
gen,  wie  aus  deu  Evolventen  die  Evoluten  gebildet  werden. 

Da  die  Tangenten  der  Evoluten  allemal  senkrecht  auf  den 
Evolventen  stehen,  so  werden  alle  Durchschnitte  der  Normalen 

nr.  Evolventen  Punkte  der  Evoluten  sein,   fconstruirt  man  also 

A 
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unendlich  viele  Normalen  zur  Evolventen,  so  erhält  man  in  steti 
ger  Folge  die  Punkte  der  Evoluten. 

Aus  dem  bisher  Gesagten  geht  noch  hervor,  dass  wenn  man 
durch  zwei  aufeinanderfolgende  unendlich  nahe  liegende  Punkte  p 
und  q  zwei  Normalen  pm  und  qx  zieht  der  Punkt  A  der  Durch- 
schnitt der  Normalen  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  kleinen  Kreis- 
bogens betrachtet  werden  kann,  der,  mit  dem  Radios  Ap=  Aqbe 
schrieben,  dieselbe  Krümmung  hat,  wie  ein  unendlich  kleiner  Tbeif 
der  Evolventen.    Der  Kreisbogen  mit  dem  Halbmesser  Ap  —  Aq 
beschrieben  heisst  Krümmungskreis  dieses  ßogens  (circolus  cur- 
vaturae);  der  Punkt  A  Krümmungsmittelpunkt  und  Ap  Krün» 
mungshalbmesser.   Zwei  Kreise  sind  überall  gleichgekruromt  Von 
zwei  beliebigen  Kreisen  ist  der  am  stärksten  gekrümmt,  der  den 
9  kleinsten  Durchmesser  hat.   Je  grosser  der  Durchmesser  wird,  je 
mehr  nähert  sich  die  Kreislinie  einer  geraden  Linie.   Wird  der 
Radius  unendlich  gross,  so  wird  die  Krümmung  0  und  die  Kreis 
linie  eine  gerade  Linie. 

Bei  anderen  Curven  ändert  sich  die  Krümmung  von  Punkt  zu 
Punkt  und  es  kann  um  so  mehr  jeder  anendlich  kleine  Theii  als 
Kreisbogen  angesehen  werden.  —  Hieraus  folgt,  dass  die  Krüm- 
mungshalbmesser einer  Curve  in  ihren  verschiedeneu« Punkten  ira 
umgekehrten  Verhältnisse  mit  der  Grösse  der  diesen  Punkten 
entsprechenden  Krümmungen  stehen. 

Denken  wir  uns  im  Räume  eine  beliebige  Curve  und  steilen 
uns  «vor,  sie  sei  in : unendlich  kleine  Theiie  gelheilt  und  man  denkt 
sich  nun  an  jeden  unendlich  kleinen  Tbeil  eine  Tangente  gezogen, 
so  entsteht  eine  Fläche,  welche  zwei  gleiche,  entgegenstehende 
und  durch  die  krumme  Linie  selbst  getrennte  Netze  hat  Die 
krumme  Linie  selbst  kann  als  Rückkehrkante  bezeichnet  werden. 
Irgend  eine  tangirende  Ebene  an  diese  Fläche  gelegt  enthält  offen- 
bar zwei  sich  sehneidende  Tangenten.  -Jede  dieser  zwei  Tan- 
genten bat  aber  ein  Linien  element  mit  der  Curve  gemein  und  es 
liegt  «daher  zwischen  je  zwei  Punkten  ein  unendlich  .kleiner  Linien 
tbeil,  der  als  Kreisbogen  (Krüinmungskreis)  aus  dem  Durchschnitt 
der  Tangenten  beschrieben  werden  kann.  Der  Durchschnitt  der 
Tangenten  ist  der  Krümroungsmittelpunkt  und  die  Entfernung  von 
Krümmungsinittelpunkt  bis  zur  Curve  eines  Linieuelements  ist  der 
Krümmungshalbmesser.  i   . mv 

Bei  einer  ebenen  Curve  wird  jeder  Krümmungshalbmesser 
vom  zunächst  vorhergehenden1 'geschnitten  und  die'  Reihe  dieser 
Mittelpunkte  ist  die  Evolute.  *  ■> 
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Bei  den  doppelt-,  zweifach  u.  s.  w.  gekrümmten  Linien ,  bei  Cur- 
ven  also,  die  im  Räume  liefen,  liegen  zwei  auf  einander  folgende 
krümmungsmittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  tangirenden  Ebe- 
nen. Die  Normalen  liegen  ebenfalls  in  verschiedenen  Ebenen,  schnei- 
den sich  also  hier  nicht  gegenseitig ;  denn  wenn  dies«  geschehen 
sollte,  so  könnte  es  nur  im  Durchschnitt  zweier  auf  einander 
lolgeuden  tangirenden  Ebenen  geschehen ;  da  aber  dieser  Durch- 
schnitt selbst  Tangente  zur  Curve  ist,  so  ist  diess  unmöglich. 

Demzufolge  haben  alle  Curven  in  jedem  ihrer  Punkte  wirk- 
lich nur  eine  einzige  Krümmung*),  nur  einen  Knfmnmngsmittelpunkt 
und  nor  einen  Krümmungshalbmesser. 

Eine  Kreislinie  kann  offenbar  auch  dadurch  erzeugt  werden, 
indem  man  eine  Linie  als  Axe  (Pollinie)  annimmt  und  auf  dieser 
zwei  feste  Punkte;  durch  diese  zwei  Punkte  zwei  schneidende 
Linien  fuhrt  und  alsdann  das  System  dieser  zwei  geraden  Linien  sich 
so  am  die  Axe  drehen  lässt,  dass  ihr  Durchschnitt  fest  bleibt,  so 
beschreibt  der  Durchschnittspunkt  beider  Linien  den  Umfang  eines 
Kreises.    Die  Pollinie  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kreisfläche. 

ym9  sei  irgend  eine  Curve  von  doppelter  Krümmung.  Denkt 
man  sieh  nun  im  Berührungspunkte  a  irgend  einer  Tangente  eine 
senkrechte  Ebene  geführt  und  ebenso  auf  einer  sehr  nahe  liegen- 
den ß  eine  zweite,  so  schneiden  sich  beide  Ebenen  in  einer  geraden 
Linie,  welche  als  Axe  des  Kreises  betrachtet  werden  kann,  von 
welchem  der  unendlich  kleine  Bugen  aß  ein  Theil  ist,  so  dass, 
wenn  man  aus  a  und  ß  Senkrechte  auf  die  Axe  errichtet,  sich  diese 
in  einem  Punkte  treffen  müssen,  und  dieses  ist  der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  von  welchem  Bogen  aß  ein  unendlich  kleiner  Theil 
ist;  überhaupt  werden  alle  Punkte  der  geraden  Linie  als  Pole  des 
Bogens  betrachtet  werden  können.  Alle  Linien  von  der  Axe  nach 
aß  gezogen  sind  gleich  und  bilden  gleiche  Winkel  an  derselben. 
Will  man  daher  die  Krümmung  bestimmen,  so  iuuss  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  die  Lage  des  Krümmungsmittelpunktes  in 
der  Pollinie  im  Räume  bekannt  sein.  Wiederholt  man  dieses 
Verfahren,  so  erhält  man  die  ganze  Curve. 

Die  erste  senkrechte  Ebene  wird  die  zweite,  die  zweite  die 
dritte  u.  s.  w.  schneiden.  Verbindet  man  die  Durchschnitte  je  eines 
Krümmungshalbmessers  mit  seiner  Pollinie,  so  bilden  die  Punkte 
stetig  auf  einander  folgend  die  Evolute  der  Curve. 


*)  M.e.  nbrigent  meine  Abhandlung  in  Thl.  XXX.  Nr.  XL.  Wie  der  Herr 
VerfaMer  die  Sache  verstanden  wU«en  will,  «clteint  nicht  zweifelhaft  so 

«IQ.  O. 

Thttt  XXXI.  22 


■ 
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Aus  diesem  geht  hervor,  dass  sich  die  ebenen  krummen  Li« 
itien  von  deoen  doppelter  Krümmung  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  erstem  alle  ihre  Krümmungen  in  einer  Ebene  haben, 
währenddem  bei  Curven  im  Räume  die  Ebenen  der  Krümmung 
unaufhörlich  wechseln.  Es  wird  also  unter  „Krümmungshalbmesser'' 
bei  allen  Curven  ohne  Ausnahme  stets  dasselbe  in  der  That  be- 
zeichnet. 

Es  soll  nun  zunächst  bewiesen  werden,  dass  sich  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Kegelschnitte  verhalten,  wie 
die  Cuben  ihrer  Normallinie. 

Es  sei  aß  (Taf.  V.  Fig.  8.)  irgend  eineCurve;  yJ  ein  unendlich 
kleines  Linienelement ;  <pö  und  sy  Tangenten  an  den  Endpunkten 
desselben;  y«>,  Ja>  Normalen  zur  Curve;  also  ya>  senkrecht  auf  ty: 
<pj  senkrecht  auf  J<o;  o>  ist  dann  der  KrümmungsmiUelpunkt; 
&y=zJ<o  der  Krümmungshalbmesser  und  yJ  der  Krümmungskreis.  Es 
kann  also  mit  dem  Radius  y<o  Bogen  yd  aus  «  beschrieben 
werden. 

ty%  sei  die  Abscissenlinie  für  rechtwinklige  Coordinaten;  ym=f ; 
yd  =  o*.  Der  Bogen  zu  ^yfx=a  und  zu  ^J<pn=b  für  den  Ra- 
dius 1.  Dann  ist  Bogen  w=a-6  ebenfalls  für  den  Radius  1,  and 
es  verhält  sich 

p:  1  =  a:a — 6, 

also 

0 

•=;=r 

Da  der  Bogen  a — b  offenbar  sehr  klein  ist,  so  kann  auch  Böget 
a  —  6  =tg  (a  —  6)  gesetzt  werden ;  daher  auch 

6 

«-  tg(*-d)" 

Nun  ist  aber 

w 

1       _1  +  tgq.  tgo. 
tg(a  — 6)        iga— tgo  ' 

SO  folgt 

«(l+tg«.tgo) 
*       tgo— tgo 

Es  soll  nun  zunächst  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  betrach- 
tet werden.  Die  Coordinaten  für  y  seien  x  und  y  vom  Mittelpunkt 
aus  genommen.  Die  halbe  grosse  und  kleine  Aze  seien  mit  a  und 
ß  bezeichnet,  so  ist 
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das  obere  Zeichen  unter  dem  Wurzelzeichen  gehurt  der  Ellipse 
and  das  untere  der  Hyperbel  au.  Wächst  nun  x  um  die  unend- 
lich kleine  Grosse  h  und  die  entsprechende  Zunahme  von  y  ist 
gt  so  ergibt  sich : 

y  +  g  =  1 V* iCa*-^-^-^), 

ood  wenn  man  die  hShereo  Potenzen  von  ^  ausser  Acht  Usst,  so 
folgt  hieraus: 

Es  sei  yn  =y,  5n  =  x,  cm  =  a: + A ,  mJ=?y+g.  Zieht  man 
Dan  7/11  4m,  so  ist  t/==A  und  4f=g;  dann  ist  offenbar 

o*  =  A*  +  0»,  0=^/?+^. 
Für  o*  den  Werth  eingesetzt  gibt: 

'-«V       ±(«»-.r«)  • 

Es  ist  aber  auch  ^=|=tg/y^;  ferner  ist  £ytn-<£fyJz=a\ 
somit  tga  =  |.    Den  Werth  filr  #  eingesetzt  gibt: 

tgo  =  4-        /  =  • 

Dessgleichen  ist  ^J<pnz*  j£yJf=bt  also  ^.=£=tgo,  folglich 

8        «  ^±(«T 
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also 


q      h  ' 

« + ßr   ~x    ■  _ i, 

und  in  bequemerer  Form: 

Setzt  man  nun  die  Wert  he  von  a,  tga  und  ig  6  in  die  Glei- 
chung für  p,  so  ergiebt  sich 

o         _    u    i  • 

ß  a*A 


Nach  gehöriger  Reduction  und  weil  h  gegen  x  als  unendlich 
kleine  Grösse  verschwindet,  so  ist 

• 

V[±  ««(«*-**) +0***1* 
«4g  

Nach  der  Lehre  der  Kegelschnittlinien  ist 
±  (a*  —       +  /?*ra  =  a»Jftr; 

also  auch 

_  v^/frp   VVgv  _  VT/fr)» 

Da  wir  aber  beweisen  wollen,  dass  sich  zwei  Krümmungs- 
halbmesser verhalten  wie  die  Cuben  ihrer  Normalen,  so  sei  für 
einen  andern  Punkt  der  Curve  q  ,  p,  ;  lt ,  Rl  und  r,  rt.  Hieraus 
folgt  die  Proportion: 

*  „.„  yj5£,  ^'i?' 

somit 
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Man  hat  aber  för  die  Normalliuie  {N)  die  Formel 


aUo 


somit  auch 


und  folglich 


homit  auch 


0:0!=^:^» 


Um  zu,  zeigen,  dass  dieser  Satz  auch  für  die  Parabel  gilt, 
wir  den  Werth  des  Krümmungshalbmessers  für  diese  Curve. 
Die  Coordinaten  seien  vom  Scheitel  genommen.  Die  Werthe  für 
zwei  sich  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve  für  die  Coor- 
dinaten seien  x>  y  und  ar  +  Ä  und  y-f  g. 

Nennen  wir  den  Parameter  p,  so  ist 

y  =  \Tpx  und  y  +  £  =     p(x  +  k)t 

oder 

y+9=Sf  px+ph, 

nnd  somit  auch 

g=  \fpx+pk  —  Sfpx. 
man  die  Wurzelausziehung  für  V px\ph  aus,  so  folgt 


folglich 


- 

W px    *vx ' 
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demnach  ist 

1        4px        1        ix  1  Ix 

Da 


so  ist  auch 


Sofort 


_  V£   A  

Mitbin 

f  =  Ä  


Nach  gehöriger  Redaction  und  wenn  man  h  als 
Grösse  gegen  *  verschwinden  IBssr,  so  erhalt  man 

Nun  ist  die  Normale  der  Parabel 

also 

somit  auch  fär  einen  andern  Krümmungshalbmesser 

*        o.-ft  =2V«:iV». 
Bei  einer  andern  Gelegenheit 
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* 

XXVI. 

Tabellarische  Berechnung  der  reducirten  binären  kubi- 
schen Formen  und  Klassification  derselben  für  alle 
successiven  negativen  Determinanten  ( — D)  von  U=3 

bis  D  =  2000. 

(Fortsetzung  der  Abhandlung:  „Versuch  einer  Theorie  der  homo- 
genen Funktionen  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein." 

Archiv.  Thl.  XVII.  Nr.  1.) 

» 

Voi 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

Privatdorenten  an  der  Universität  zu  Ii  er  Ho. 


Eine  binäre  kubische  Form  /*=(a,  6,  c,  d)  von  negativer 
Determinante  ( — D)  soll  fortan  reducirt  genannt  werden,  wenn 
ihre  Charakteristik 

<p  —  (A,  B9  C)  =  (2(66-<ic),  bc—ad,  2(cc—bd)) 

eine  reducirte  quadratische  Form  ist,  d.  h.  wenn  (blos  in  Rück- 
sicht auf  die  numerischen  Werthe)  B  nicht  >  \A,  C  nicht  <A 
ist.  Man  hat  gesehen,  dass  jede  binäre  kubische  Form  in  eine 
mit  ihr  eigentlich  aequivalente  reducirte  Form  verwandelt  wer- 
den kann. 

Bei  der  Reduction  einer  kubischen  Form  von  positiver  De- 
terminante kann  die  Reduction  der  Charakteristik  ebenfalls  die 
Norm  abgeben,  und  wir  haben  aus  diesem  Gesichtspunkte  bereits 
den  Satz  erwiesen,  dass  für  jede  beliebige  Determinante  die  ent- 
sprechenden kubischen»  Formen  in  eine  endliche  Menge  von^Klas- 
sen  zerfallen.    Die  Anzahl  der  reducirten  Formen  ist  bei  pdsiti- 
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ver  Determinante  unendlich  gross,  aber  es  existiren  allgemeine 
Formeln  in  begrenzter  Anzahl ,  in  welchen  sie  alle  enthalten  sind, 
oder  eine  begrenzte  Menge  von  Systemen,  so  dass  jegliche  Form 
in  jedem  derselben  zur  Berechnung  aller  übrigen  Formen  als 
Grundform  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  Die  Wahl  der  Klas- 
senrepräsentanten würde  von  der  Ermittelung  der  jedesmaligen 
einfachsten  Grundform  abhängen.  Indem  ich  aber  diese  Un- 
tersuchung noch  nicht  habe  zu  Ende  führen  können ,  abgeschreckt 
zugleich  durch  den  grossen  Aufwand  von  Rechnung,  und  zu  der 
Ueberzeugung  gelangte,  dass  bei  positiver  Determinante  noch  eine 
Reduction  der  kubischen  Formen  anderer  Art,  welche  ihre  Klassi- 
Gcation  bedeutend  erleichtern  muss,  existiren  möge,  so  beschranke 
ich  mich  einstweilen  auf  die  Formen  von  negativer  Determinante. 
Dieser  Fall  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Coeflicienten  der 
redutirten  Formen  in  bestimmte  endliche  Grenzen  eingeschlos- 
sen sind. 

Diese  Grenzen  sind  einer  zweifachen  Bestimmung  fähig,  de- 
ren eine  blos  von  der  Determinante,  die  andere  von  der  Charak- 
teristik der  Form  abhängig  ist.  Die  letztere  giebt  bedeutend 
engere  Grenzen,  und  wird  bei  der  Berechnung  der  Tabelle  mass- 
gebend sein.  Die  von  D  abhängigen  Grenzen  ergeben  sich  aus 
folgenden,  leicht  zu  entwickelnden  Formen: 

[1]   D  =  AC-  BB=-a*d*  +  36*c*-  4ac«-<W6»  +6Vi*crf, 
[2J  (a*d-f  263— 3aoc)4  +  a*D=  i(bb  -  oc)> 

oder  (6i4-flÄ)l  +  oa/)=Us, 

[3]  (tPo  +  2c»  -  Med)*  +  <i*D  =  4(cc  -bd)*  , 

«der  (cC-  dB?  \  il*D  =  IC*, 

[4]  (cA-bB)*  \       =  \A?V, 

[5]  (bC—  cB)*  +  c*ü  =  iAC*. 

Nach  [*->]  ist 
•  fls/>^7i/^,,   ferner)  A  ^  V!#» 

da  (A,  B,  C)  eine*  reducirte  Form  ist,  folglich 

«W*UöW  oder  a~)J1™' 
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Nach  [4]  ist  b*D  =  iA*L\  aber  AC  bekanntlich  folglich 


b*D*~tA*D*~*.iD», 


mithin 


*<VL*r 

Aus  a*D~\A*9   tPD~\C*  folgt  durch  Multiplication 

(n<9*Z)*~iJ9C3~  J(i)3/>',  also  «f     y  -27. 

.Auf  ähnliche  Art  findet  man  mittelst  [4]  und  [5]  bc  ~  y  -^7 
(bios  in  Rücksicht  auf  die  numerischen  Werthe).  % 


Die  Ausdrücke 


I 
1 

=  4  /  M*>  *  =  a7 

[t,l  fi       \f     —  ,  1/  -^y- 


* 

Ol™-  *<v 


16Z> 

27 


zeigen,  dass  a,  b,  c,  d  in  bestimmte,  endliche  Grenzen  einge- 
schlossen sind.  Die  hier  für  die  Produkte  ad,  bc  aufgestellten 
Grenzen  sind  übrigens  doppelt  so  klein  als  die  neuerdings  von 
Herniite  angegebenen,  welcher  findet: 


1 » <  ■ 


(Sur  l'introductioo  des  variables  continttes  dans  la 
theorie  des  nombres  in  Crelle's  Journal  Tbl.  41.  p:  215.) 

- 

Diese  Principien  würden  uns  schon  in  Stand  setzen,  die  re- 
docirten  kubischen  Formen  fflr  jede  gegebene  negative  Determi- 
nante zu  berechnen.  Ich  werde  diese  erste  Methode  an  dem 
Beispiel  />  =  180  erläutern. 

Zuerst  «teilt  man  alle  reducirten  quadratischen  Formen  für 
ö=180  auf,  so  dass  die  äussern  Glieder  positiv  uud  gerade  sind, 
das  Mittelglied  positiv  ist  (oder  null).  Mau  hat  180  +  B*=  AC, 
folglich  sind  ftir  B  nur  gerade  Werthe  zu  nehmeo;  und  da  be- 
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B  =  VID=  ytJO, 

so  ist  £  =  0,  2,  4,  6;  ^£=180,  184,  196,  216  reap.  Für  ^ 
sind  die  geraden  Theiler  von  AC  zu  nehmen,  so  dass  zugleich 
C  nicht  <  A  wird.  Auf  diese  Weise* findet  mau  als  reducirte  Formen : 

(2,  0,  90);  (4,  2,  46);  (6,  0,  30);  (10,  0,  18);  (12,  6,  18); 

(14,  4,  14). 

Nun  sind  zu  jeder  dieser  Formen  als  Charakteristik  die  entspre- 
chenden kubischen  Formen  zu  entwickeln. 

Was  zuerst  diejenigen,  welche  das  Mittelglied  Null  haben, 
betrifft,  (A,  0,  C),  so  sei  p  das  grösste  gemeinschaftliche  Maa&> 
von9J,  C,  p  und  q  die  möglichen  Werthe  der  Gleichung 

und  die  gesuchten  kubischen  Formen  werden  sein: 

(A       A  C  C  \ 

(M.s.  Versuch  einer  Theorie  etc.  Art.  26.).  Wendet  man  diese  allge- 
meine Theorie  auf  die  obigen  Fälle  an,  so  hat  man: 

o*  +  45p»=l,  p  =  0,   9  =  1  für  die  Form  (2,  0,  90); 
7*  +  5p*=3  Dar  (6,  0,  30);  5o*  +  9p*  =  l  für  (10,  0,  18). 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  gestatten  keine  Losung,  zu  (2,0, 90) 
aber  gehört  die  Form  (0,  1,0,  —45). 

Die  übrigen  Formen  anlangend,  kann  man  sich  zwar  der  im 
Art  22.  entwickelten  Metbode  bedienen,  doch  wird  man  am  ein- 
fachsten auf  folgende  Weise  verfahren. 

In  Bezug  auf  die  Form  (4,  2,  46)  ist 

=  M»  =  32 
a  <  D  <  18Ö' 

daher  kann  a  nur  =0  sein,  und  da  66  —  «c  =  2,  bc  —  ad  =  % 
cc  —  bd  =i  23,  so  kommt  66=2,  was  unmöglich.  Jede  Charakte- 
ristik (4,  ß,  C)  überhaupt  kann  vernachlässigt  werden,  sobald 
Z>>32  ist 

i  *  •  .  i  »i 

Betrachten  wir  die  Form  (14,  4,  14),  so  ist  < 
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,  =  1372=  7  28 

a  < iar<  7  46* 

folglich  o=0,  1,2,  wo  aber  der  Werth  a  =  0  sogleich  wegfällt, 
da  66— ac  =  7  sein  soll.    Da  ferner 

^<"2T<  1065, 

so  kann  6  mir  0,  ±1,  ±2,  +  3  sein,  wo  aber  wegen  cc—bd  =  7 
der  Werth  6  =  0  wegfällt.  Es  bleibt  also  a  =  1 ,  6  =  ±  1 ,  ±2, 
+  3,  und  a=2,  6  =  dfcl,  +3.  (Der  gerade  Werth  von  6  fallt  weg 
wegen  bb  —  ac  =  7.)  Die  Werthe  c  und  d  ergeben  sich  aus 
66— oc=7,  6c— ad=4,  cc—bd  =  7.  Man  findet  nun  keine 
Werthe,  welche  diesen  Gleichungen  genügen. 

Endlich  ist  die  Form  (12,  6,  18)  zu  betrachten.   Hier  ist 
a*<Sö  =  1'2;  *4<106J  =  0,  ±1.  ±2,  ±3; 

also 

a=l,  6=0,  ±1,  ±2,  ±3  und  «=2,  6=0,  ±2. 

Mao  findet  .nur  a,  6,  c,  d  =  2,  0,  —3,  —3  und  =2,  2,  -1,  -4 
zulässig. 

Demnach  sind  die  reducirten  Formen  für  die  Determinante 
—  180  folgende: 

(0,  1,  0,  -45);  (2,  0,  -3,  -3);  (2,  2,  -1,  -4), 

wobei  indess  zu  beachten,  dass  mit  jeder  dieser  Formen  (a,  6,  c,  d) 
noch  drei  andere,  durch  blosse  Veränderung  der  Vorzeichen  re- 
*ultirende,  nämlich 

(a,  —6,  c,  —  d);  (— a,  6,  —e,  d);  (-a,  —6,  —  c,  -d) 

zu  verbinden  sind. 

Nach  dieser  Methode  hatte  ich  die  Berechnung  der  reducir- 
ten Formen  bereits  durchgeführt  von  Z)=3  bis  Z)=200,  als  diese 
Rechnung  mich  eine  andere  Methode  entdecken  liess,  nach  wel- 
cher die  Bestimmung  der  Reducirten  mit  ausserordentlicher  Leich- 
tigkeit bis  auf  sehr  hohe  Determinanten  fortgeführt  werden  kann. 
Sie  fiberschreitet  sogar  alle  Schranken,  wenn  sich  mehrere  Kräfte 
vereinen,  und  ich  hätte  der  Tabelle  noch  eine  viel  grossere  Aus- 
dehnung geben  können,  wenn  meine  Amtsgeschäfte  und  ander- 
weitige theoretische  Untersuchungen  Ober  die  kubischen  Formen 
mir  die  dazu  nöthige  Müsse  gestatteten.  Diese  Methode  werde 
ich  nun  entwickeln. 
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Wir  betrachten  den  Complex  iler  reducirten  quadratischen 
Formen  (2d,  B,  2<£),  indem  Ü  einen  Constanten  Werth  behält, 

B=-0,  1,  2,  3,  ....  Ü  sein  kann,  ^^"^  sein  muss.  Da  Ä*Z)"^74as 
ist,  so  haben  a  und  D  bestimmte,  von  ü  abhängige  Grenzen, 

folglich  hat  auch  <£  =  — eine  Grenze,  und  man  sieht,  dass 

jedem  bestimmten  Ü  eine  endliche  Menge  von  Wertben  der  Grus« 
sen  a,  6,  c,  d,  B,  ,  />  entsprechen  rouss.  Es  wird  die  Grösse 
Ü  also  bei  der  tabellarischen  Berechnung  massgebend  sein.  Fer- 
ner hat  die  Determinante  I)  auch  eine  untere  Grenzve.  Denn 
D  =  iü£-BB  erlangt  den  möglichst  kleinsten  WTerth  för  <£=J?=J; 

dies  Minimum  ist  also  3**,  und  da  Z>^2028  dir  ü  7^26  wird,  so 

wird  man,  um  die  Tabelle  bis  Z>=2000  zu  berechnen,  bei  dem 
Werthe  ü=25  abbrechen  dürfen. 

Es  ist  nun 

«*<^[>>    ^^il*,   folglich  a»<U. 

Ferner  ist 
folglich 

h*=\Af  oder  o*~JJt. 

Wenn  6  positiv  ist,  so  lasst  sich  keine  engere  Grenze  sieben, 
wie  der  Calcul  lehrt;  dagegen  kann  die  Grenze  verengert  werden, 
weon  b  negativ  ist.   Man  hat  nämlich 

(2b*  —  aB)*+a*D  =  4**,  Z>>3ä*, 
folglich  ' 

»  ■ 

(26it  -aB)*  +  3a2iV>  =  4M*. 

Betrachten  wir  B  als  positiv,  wie  es  hier  hinreichend  ist,  so  er- 
langt offenbar  6  den  grosstmOglichsten  negativen  Werth  für  B—0 
(auch  a  soll  positiv  sein) ;  dies  giebt 

.     AW  +  Za*&=4M*  oder  6*  =  *-!«» 
Vermittelst  der  Grenzen 
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[7]  a*=t*t   o*~il  — Ja»  (für  negative  b) 

^^^^ 

~Z\&  (für  positive  b) 

■ 

bestimme  man  in  Bezog  auf  den  gegebenen  Werth  voo  ü  die  ver- 
schiedenen Werthe  von  a,  6,  und  schliefe  diejenigen  aus,  für 

welche  c=^(bb-^M)  keine  ganze  Zahl  wird  *).   Nachdem  a,  6,  e 

auf  diese  Weise  bestimmt  worden  sind ,  stelle  man  engere  Gren- 
zen für  B  fest,  Von  welcher  Grosse  man  schon  weiss,  dass  sie 
zwischen  0  und  it  incl.  liegen  niuss. 

Es  ist  d=^(bc—  B),  ferner  muss  cc—bd=  ~(bß~c£i)  ~  ü 
sein,  daraus  folgt  bß  ^(o  •+  c)£.   Man  erhält  demnach  leicht 

m  ■ 

M  ^  <  ^b^  *    (fÖF   negatl ^  ^ 

Da  aber  2?  nur  die  Werthe  0,  1,2,  3  it  annehmen  kann,  so 

wird  man  hiernach  bei  negativen  b  den  Fall  «  +  c>0,  bei  posi- 
tiven 6  den  Fall  a  +  c  >  b  sofort  ausseht iesseu.   Für  den  Fall 

6  =  0  giebt  die  Bedingung  cc—  bd"^A,  cc^"fl  oder  ü^"aa;  un- 
ter Voraussetzung  dieser  Bedingung  darf  B  jeden  Werth  der, 
Reihe  0,  I,  2,  3,  —  Ü  annehmen. 

Zwischen  den  angegebenen  Grenzen  von  B  suche  man  den 

bc— B 

kleinsten  Werth  von  B(B°),  für  welchen  rf=   eine  ganze 

Zahl  wird;  die  successiven  Werthe  von  B  werden  die  arithme- 
tische Progression  B°,  B°-{-a,  JB°  +  2c,....  bilden,  ihnen  ent- 
sprechen resp.  die  Werthe  rfo=-C~g°,  rf°-2,  d°-3,.... 

Dem  Werthe  d?  entspricht  ferner  der  Werth  <£°  =  cc— und 

die  successiven  Werthe  von  <£  sind  <£°,  <£°+26,  (£°-t3&,  

wie  leicht  erhellt.    Da  endlich  Z>  =  44£  —  Z?i?,  so  ist 


•)  Den  Fall  a=0  werden  wir  weiterhin  betrachten. 


s 
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der  anfängliche  Werth  von  D.  Folgt  D'  unmittelbar  auf  D,  so 
hat  man 

Z>  =  4*£-1?1?,   D*  =  4M—(a  +  B)*, 
&  -  D  =  4*  («f '  -  <i)  -  a*  -  2a  B  =  46Ü  -  n*  -  2a  # ; 
folglich : 

/>'-/)  =  46Ü-a«-2a#, 
D"  —  D'  =  AbA—Zaa—2aB , 
=  46H-5aa  -  2aÄ , 
u.   g.  w. 

Da  diese  Werthe  eine  Progression  mit  der  constanten  Differenz 
—  2aa  bilden,  so  bilden  die  successiven  Werthe  von  D  eine  arith- 
metische Reihe  der  zweiten  Ordnung,  und  sind  hiernach  leicht 
zu  berechnen. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  zweite  Tabelle  berechnet  In 
der  letzten  Verticalcolumne,  welche  nach  den  die  Werthe  von  B 
repräsentirenden  Indices  0,  1,  2,  3,  ....4  abgetheilt  ist,  findet 
man  die  säiumtlichen  Werthe  von  Df  welche  den  jedesmaligen 
Werthen  von  B  entsprechen  können.  Der  erste  Werth  von  D 
(Z)0)  linker  Hand  markirt  den  entsprechenden  Werth  B°,  und 

wenn  man  t  =  —  (B — B°)  macht,  so  findet  man  in  der  vierten 

und  fünften  Verticalcolumne  die  jedesmaligen  Werthe  von  dt  6 
Wo  die  Breite  des  Papiers  nicht  ausreichend  war,  sind  die  den 
Werthen  #  =  10,  11,  12,  etc.  entsprechenden  Werthe  von  D  in 
die  folgende  Horizontalreihe  unter  den  Werthen  /?=0,  1,  2,  etc. 
resp.  eingetragen*). 

Wir  haben  noch  den  Werth  a  =  0  zu  betrachten.    Da  6  po- 

sitiv  genommen  werden  darf,  so  hat  man  6=VÜ;  c=^j  moss 

ganz  sein,  also  ß=0,  Vü,  2VÜ.....  VÜVil=Ü,  und  c=0,  1, 
2,  3,....  resp.  Man  findet  diese  c  in  der  ersten  Vertical- 
columne der  ersten  Tabelle.   Bezeichnet  man  den  kleinsten  Werth 

von    ,  welcher  nicht  <Ü  und  —^(cc  —  <t)  zu  einer  ganzen  Zahl 
macht,  mit       so  ist  offenbar 


*)  Wir  hoffen ,  du« s  auch  im  Druck  Allel  in  den  Tabellen  durcb 
•ich  selbst  yeratündlich  «ein  wird.  G. 
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wo  e  eine  positive  ganze  Zahl.  Die  vierte  Oolumue  ist  nach 
den  successiven  Werthen  *=0,  1»  2,  3,....  abgetheilt  und  ent- 
hält die  entsprechenden  Werthe  der  Determinante.  Dieselben 
bilden  in  jeder  Horizontalreihe  eine  gewöhnliche  Progression  mit 
der  Differenz  4ÜVÜ,  da  ... 

Z>  =  4ü£  —  BB  =  4Ä(<£0  +  eVM)  —  Bß  =  D°  +  4*ÜVH 


Sind  diese  Tabellen  berechnet,  so  schreibt  man  die  succes- 
siven Werthe  von  D  =  3  und  =  0  (mod.  4)  auf  von  D  —  3  bis 
Z)  =  2000,  und  trägt  die  aus  den  Tabellen  gezogenen  Werthe  der 
Farm  /"=(«,  b,  c,  d)  und  ihrer  Charakteristik  g>  =  (2ü,  B,  2tf) 
an  der  gehörigen  Stelle  ein.  Mit  jeder  gefundenen  reducirten 
Form  f=(a,  b,  c,  d)  sind  drei  andere  zu  verbinden,  nämlich 
die  beiden  Entgegeiigeset&fen  (a,  —  6,  c,  rf);  (— c,  b,  — e,  d) 
und  die  conträre  Form  ( — Tl,  —6,  —  c,  —  tf),  wie  wir  schon  oben 

bemerkt  haben. 

.■ 

Dies  ist  der  erste  Theil  der  Arbeit.  Der  zweite  bezieht  sich 
auf  die  K lassification  der  reducirten  kubischen  Formen.  Die 
allgemeinen  Principien,  nach  welchen  diese  vollstreckt  wird,  sind 
in  der  Abhandlung  „Versuch  einer  Theorie  der  homogenen  Funk- 
tionen des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein"  aus  einander  gesetzt. 
Der  Uebersicbt  wegen  stehen  hier  die  Resultate. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Formen  f  —  (a,  b,  c,  d)  von  der- 
selben Charakteristik  <p-=(A,  B,  C).  Wenn  B  nicht  verschwin- 
det, so  sind  alle  Formen  dieser  Art  in  der  Tabelle  bereits  ent- 
halten. Wenn  aber  Z?  =  0  ist,  so  hat  man  mit  jeder  Form  der 
Tabelle  die  Entgegengesetzte  (a,  — 6,  c,  — d),  oder  auch  ( — a,  b, 
— c,  d)  zu  verbinden.  Die  in  der  Tabelle  aufgestellten  Formen 
sind  nun  weder  identisch,  noch  conträr,  daher  machen  sie  in  den 

Fallen       ^  *)  immer  verschiedene  Klassen  (Art.  14).    Für  den 
AD 

Fall  ^»=4,  d.  i.  Z>=m*,  ist  die  Bedingung  für  die  Identität  der 


/=(a,  b,c,  d)> 

M     ,  _  bA-cB    .  cA— bB    _  dA—cB     ,  dB—cC 

r=(± — - — >  ± — - — »  i — - — ■»  + — - — >. 


*)  m  Ut  da«  gröstte  gem.  Maat«  von  A,  2B,  €. 


1 
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Z.  B.  bei  Z>  =  676  finden  «ich  in  der  Tabelle  zur  Charakteristik 
(26,  0,  26)  die  reducirten  Formen 

(2,  -3,  -2,  3);  (3,  2,  -3»  -2), 

mit  denen  also  die  entgegengesetzten 

(2.3,-2,-3);  (3,-2,  -3,  2) 

zo  verbinden  sind.  Man  flndet  die  beiden  ersten  Formen  in  die- 
selbe Klasse  gehörend,  mithin  auch  die  beiden  letzten,  während 
die  Formen  (2,  —3,  —2,  3),  (2,  3,  —2,  —3)  in  verschiedene 
Klassen  gehören. 

Sind  die  Charakteristiken  weder  identisch,  noch  entgegenge- 
setzt, so  können  die  kubischen  Formen  nicht  derselben  Klasse 
angehören.  Die  Identität  der  Klassen  erfordert  ferner,  dass  die 
Charakteristik  q>  =  (A,  B,  C)  entweder  eine  Ancepaform  ist 
oder  gleiche  äussere  Glieder  hat. 

Im  ersten  Falle  ist  B=±±A.  Im  Art.  39.  wurde  die  Bedin- 
gung D  =  wi4  berücksichtigt.  Ich  werde  aber  zeigen ,  dass  die- 
ser Fall  hier  gar  nicht  vorkommen  kann.   Setzt  man 

■*  *         '   A=mA'i   2B  =  mB',   C  =  mf7, 
so  ist 

*D**m*(lA'C'-B'*)9  • 
folglich  wegen  Z)  =  m2: 

A'C  —  l  y)  =li 

■  i  ■ 

nun  ist  aber  B'  =  +  A' ,  folglich 

y(2c'-y)=I.  A'^%  C=l,  <4=2m,  C=ro,  fc+m. 

g>  =  (2m,  Jim,  m). 

■ 

Diese  Form  ist  aber  keine  Reducta ,  da  C  <  ^4  ist. 

Ebenso  kann  der  Fall  Z)  =  wa  nicht  vorkommen,  wenn  die 
Charakteristik  qp  =  (4,  Z?,  ^)  ist.    Denn  setzt  man  /4  = 
2B=mB',  so  kommt,  wegen  Z)  =  m*:  4+ß,a==4/*'*;  nun  ist  aber 

2i?=^,  also      =       4^'*=4+  A'*t  .4'*=$ .  V  =  I, 
folglich 

Ä'=0,   e>  =  (m,  0,  m), 

s 
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welcher  Fall  schon  aufgeschlossen  ist.  Es  sind  also  (Art.  39)  die 
Bedingungen  für  die  Identität  der  Klassen  : 

l    a__j_£/  (    w©nn  di^  Charakteristik  anceps  ist, 
d-ia!  I  • 

_  t ,  \    wenn  die  Charakteristik  gleiche  äussere  Glieder  hat. 

Z.  B.  D=U7,  ^  =  (14,  7,  14) 
(1,-2,-3,-1);  (1,3,  2,-1);  (2,-1.  -3,-2);  (2,3,  1,-2); 


(1,    2,-3,     1);  (1,-3,2,  1);  (2,    1,-3,    2);  (2, -3,  1,  2); 

(3,1,-2,-3);  (3,2,-1,-3). 


(3,-1,  -2,3);  (3,-2,  -1.  3). 
Klassen:  (1,  ±2,  -3,  ±  1) ;  (2,  ±  1.  -3,  ±2);  (3, +1,  -2,  T3). 

Man  bemerke  im  Allgemeinen :  Für  jedes  D  =  0  (mod.  4)  findet 
mao  in  der  Tabelle  der  reducirten  Formen  stets  die  Form 
(0,  1,  0,  — \D)  mit  der  Charakteristik  (2,  0,  »/));  sie  macht  mit 
ihrer  Entgegengesetzten  stets  eine  Klasse.    Ebenso  findet  sich 

D 


/0,  1,  l,  _£2p\ 

V  t,i.2*!  / 


bei  jedem  Z)  =  3  (mod.  4)  die  Form  [  I» 

mit  ihrer  Entgegengesetzten  ebenfalls  nur  eine  Klasse  ausmacht. 

Es  wäre  hinreichend  gewesen,  bei  jeder  Determinante  nur  die 
primitiven  Klassen  zu  berechnen,  indem  die  derivirten  Klassen 
sich  aus  den  primitiven  für  kleinere  Determinanten  durch  Multi- 
plication  mit  einem  Factor  ergeben  ;  doch  sind  die  derivirten  Klassen 
mit  aufgestellt,  da  sie  sich  von  selbst  ergeben. 

Eine  Form  f =  ax*  -f  Zbx*y  -f  3cxy2  +  dy 3  =  (a ,  b ,  c ,  d)  hcisst 
nämlich  primitiv,  wenn  a,  b,  c,  d  relative  Primzahlen  sind, 
dagegen  derivirt,  wenn  diese  Zahlen  ein  grösstes  gem.  Maass  \l 
haben;  die  primitive  Form,  au5  der  sie  abgeleitet,  wird  «»ein: 


(a  b  c  d\ 
y 


Bezeichnet  man  die  Determinante  dieser  letztern  Form  mit  />0, 
ist 

Tkeü  XXXI.  23 
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D=z-  a*d*  +  3o*c»  -  4ac3  -  4d 6»  +  Gabcd , 

»—©'CO"  ♦»©'©'-föO'-'OC-)" 

♦•©DG)® 

folglich  /)  =  ft4/>0.  Hieraus  sieht  man,  dass  derivirte  Formen 
nur  bei  denjenigen  Determinanten  vorkommen  können,  welche 
durch  ein  Biquadrat  theilbar  sind. 

Für  jeden  Werth  von  D  giebt  es  primitive  Formeo;  solche 

sind  nämlich  (0,  1,  1,  -. — )  und  alle  daraus  durch  die  Sub 

stitution  er,  /?,  y,  8  mit  der  Systemdeterminante  -f  I  resultirendeo; 
oder  (0,  1,  0,  — \D)  und  alle  daraus  auf  dieselbe  Art  resultiren- 
den,  jeoaclidem  Z>=3  oder  Z)=0  (Mod.  4)  ist. 

Die  primitive  Form  f=z(a$b,c,d)  ist  eigentlich  oder  un- 
eigentlich primitiv,  jenachdem  a,  36,  3c,  d  relative  Primzahlen 
sind,  oder  den  grüssten  gem.  Factor  3  haben;  im  letzten  Falle 
müssen  a  und  d  durch  3  theilbar  sein;  folglich  u erden  b  und  c 
nicht  zugleich  den  Factor  3  haben.  Z.  B.  die  Form  (3,  — 1,  —4,  — 3) 
von  der  Determinante  — /)  =  — 507  ist  eine  uneigentlicb  primitive 
Form. 

Uneigentlich  primitive  Formen  kann  es  nur  geben,  wenn  D 
durch  3  theilbar  ist;  in  diesem  Falle  giebt  es  aber  auch  wirklieb 

solche,  z.  B.  (0,  1,  0,  -JZ)  und  (0,  1,  1,  -^^),  wie  leicht 

erhellt.    Für  J)  ~0  (mod.  3)  giebt  es  möglicherweise  keine  eigent 
lieh  primitiven  Formen.    Z.  B.  trenn  ZJ  =  15  ist,  so  lehrt  die  Ta- 
belle der  reducirten  Formen,  dass  jede  Form  von  der  Determi- 
nante —  15,   f=(a,  A,  c,  f/),   durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  6, 
wo  ad  —  ßy=lf  sich  auf  eine  der  Formen 

(Q,  1.  1,  -3),   (0,  -1,  I,  3),   (0,  1,  -1,  -3),   (0,  -1,  -1,3) 

zurückführen  lKsst,  welche  sämmtlich  uneigentlicb  primitiv  siod, 
und  bekanntlich  ist  das  grösste  gem.  Maass  von  a,  3o,  3c,  d 
dem  grüssten  gem.  Maass  von  0,  3,  3,  —3,  etc.  gleich,  daher 
ebenfalls  =3. 

Die  Ordnung  einer  kubischen  Form  bestimmt  sich  daoacb, 
ob  dieselbe  eigentlich  primitiv  oder  uneigentlicb  primitiv  ist,  oder 
endlich  nach  der  Art  ihrer  Ableitung  aus  einer  primitiven  Form 
von  kleinerer  Determinante. 


Digitized  by  Google 


Massi/Ic.  ders.  für  aUe  success.  negat.  Determ.  (— D)  von  D=S  etc.  847 

Ist  D=ze*D',  wo  D'  durch  kein  Biquadrat  theilbar  ist,  und 
Rind  t,  t',  t",  ....  die  sämmtlichen  Theiler  von  e  (die  Einheit  aus* 
geschlossen),  so  werden  die  sämmtlicheu  nicht  primitiven  Klas- 
sen zur  Determinante  />  aus  den  sämmtlichen  primitiven  Klas- 
sen zu  den  Determinanten  — —  — ^ ,  etc.  abgeleitet 
sein. 

Wenn  man  in  der  Tabelle  der  kubischen  Klassen  bei  einer 
Determinante  nur  Repräsentanten  mit  dem  Anfangsgliede  oder 
mit  dem  Endgliede  null  findet,  so  folgt  leicht,  dass  dann  durch 
jede  Form  von  dieser  Determinante  die  Zahl  null  dargestellt  wer- 
den kann,  oder,  anders  ausgedrückt,  dass  dieselbe  einen  ratio- 
nalen Factor  hat.   Dies  gilt  z.  B.  von 

11=4,  7,  8,  11,  12,  15,  19,  20,  24,  etc. 

Es  ist  aber  auch  sehr  wohl  möglich,  dass  ein  Klassenrepräsen- 
tant, ohne  dass  eines  der  äussern  Glieder  null  ist,  einen  ratio- 
nalen Factor  bat.  Es  wäre  zweckmässig,  bei  jedem  Repräsen- 
tanten diesen  Factor,  wenn  er  existirt,  anzumerken.  Fände  man 
für  eine  Determinante  —  D  alle  Klassenrepräaentanten  mit  einem 
rationalen  Factor  behaftet,  so  wurde  man  die  Wurzeln  aller  ku- 
bischen Gleichungen  <?zB-f-3622  -f  3«  +  d  =  0,  für  welche 

D  =  —  a*d*  +  36V*—  4ac3  —  4</6>  +  Qabcd , 

durch  Ermittelung  der  rationalen  Wurzel  bestimmen  können. 

Ich  lasse  hier  noch  eine  aus  der  Theorie  der  kubischen  For- 
men geschöpfte  Methode  folgen,  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung 

ors-f  3o:*  +  3cz  +  rf  =  ü 

■ 

zu  bestimmen  und  sich  von  ihrer  Existenz  zu  fiberzeugen. 

Ist  *  =-  eine  solche,  indem  «  und  y  relative  Primzahlen  sind, 

y 

so  kommt 

aa3  \  3äa*y  +  3cay2  +  dy*  =  0, 

d.  h.  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Werthe  von  er,  y  zu 
linden  (zwei  gegen  einander),  mitfeist  welcher  die  Zahl  null  durch 
die  Form  f=(a,  6,  c,  d)  dargestellt  wird.  Wir  dürfen  annehmen, 
dass  f  eine  primitive  Form  ist. 

Macht  man  ad  —  0y  =  l,  so  wird  f  durch  die  Substitutionen 
ff»  P»  y»  d  in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Form  mit  dem 
Anfangsgliede  null  verwandelt.  Diese  Form  sei  /"'  =  (0,  6',  c',  d') ; 
sie  hat  mit  f  einerlei  Determinante  (^-Z>).  Setzt  man  nun  0-f  ka 
statt  ß9  i  -f-  ky  statt  y,  so  verwandelt  sich  /'  in 

(0 ,  6' ,  c'  +  W k9  d'  +  Wk  +  36' A*) ,  f 
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wie  man  leicht  findet,  und  es  kann  k  so  bestimmt  werden,  das« 
c'  +  Wk,  absolut  genommen,  zwischen  den  Grenzen  0  und  b' 
incl.  lieSt.  Nun  hat  man  D  =  3£'V2-r46' *d' ,  folglich  ist  6'*  ein 
Theiler  von  D.  Offenbar  genügt  es  auch,  b'  als  positiv  anzu- 
sehen, wenn  man  nur  zuletzt  mit  jedem  gefundenen  System 
x  =  rtt  y—y  das  System  x  —  —  «,  y  ~  —  y  verbindet.  Hieraus 
ergiebt  sich  folgende  Auflösung  unserer  Aulgabe. 

Es  sei  6'*  jeder  Theiler  von  D  (b'  positiv), 

c'=0,  +1,  ±2,  ±3         +  (6'-l),  //; 

3c" 

d'  =   (eine  ganze  Zahl); 

/'  =  ((),  b' ,  c' ,  d')  der  Coroplex  (Sl)  aller  auf  diese  Weise  resnl- 
tirenden  Formen.  Sucht  man  in  Sl  alle  mit  /"eigentlich  Äquivalente 
Formen  (F)  und  bestimmt  alle  jedesmaligen  eigentlichen  Trans- 
formationen aus  f  in  F,  nämlich  «,  ß,  y,  d,  so  erhält  man  alle 
gesuchten  Darstellungen  #  =     y  =  y. 

Beweis.  I.  Da  F=  (0,  b' ,  c',  d')  aus  /"durch  die  Substi- 
tution «,  |3,  y,  d  hervorgeht,  so  tiudet  sich 

+  36«*y  +  3c«y2  +  dy*  =  0, 

wie  es  sein  soll. 

II.  Alle  Darstellungen  sind  verschieden.  Gesetzt,  man  fände 
zwei  gleiche,  resultirend  aus  den  Transformationen  a,  ß,  y,  d; 
«»  ß' >  y»  d';  so  hätte  man,  da  ad — 0y=l,  od'  —  |3'y=I, 

=   +        d'  =  d  +  *y; 

die  Formen,  in  welche  f  durch  diese  Substitutionen  übergioge, 
wären  somit 

/•'=(0,  6',c',d'), 
/-"  =  (<),  6',  c'+2M,  d'  +  3c'£  +  36'**)  =  (0,  A',  c",  <T), 

c"  _  c>  =  0  (mod.LW), 

gegen  die  Annahme. 

III.  Es  wird  keine  Darstellung  fehlen.  Denn  durch  jede  existi- 
rende  Darstellung  gelaugt  man  durch  die  entsprechende  Trans- 
formation von  f  zu  einer  mit  f  eigentlich  aequivalenten  Form  /' 
von  der  Art,  wie  die  im  Comp  lex  Sl. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  in  (Sl)  zwei  verschiedene,  mit/ 
zugleich  eigentlich  äquivalente  Formen 
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/'  =  (0,  b',  c',  d'),   r  =  (0,  6",  c\  d") 

vorkommen,  und  sehen,  wa«  daraus  folgt.  —  Da  diese  Formen 
auch  unter  sich  eigentlich  äquivalent  sind,  so  ist 

(1)  0  =36'a*y  +  3cV  +  dV> 

(2)  b"  =  b'a  (ad  +  2ßy)  -f  c'y  (ßy  +  2ad)  +  d*yH , 

(3)  c"  =  b'ß  (ßy  f  2ad)  +  c'ö  (aö  +  2/?y)  +  rf'y^a , 

(4)  1  =aö  —  ßy. 

Nach  (l)  kann  zuerst  y=0  sein.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ist  aber  nach  (2)  6"=6'«,  folglich,  da  6',  6"  positiv  sind,  «=1, 
b'=  b',  b*=l,  folglich  nach  (3)  tw  =  2A'/3  +  c',  /*  =  (0,  6',  c'+26'ft 
d'  +  3c'|3-f  36'flJ);  aber  diese  Form  findet  sich  mit  f  nicht  zu- 
gleich im  Coroplex  Sl,  da  in  demselben  keine  zwei  YVerthe  von 
c*  nach  dem  raod.  26'  congruent  siud,  daher  y=ü  unzulässig. 

Ist  y^O,  so  kommt  nach  (1)  und  (2): 

3o'a2  +  3c'ay  +  d'y*=0,   26'«  +  c'y  =  -  6" ; 
ferner  ist  6'*(3c'a  -  46'd')  =  Z>,  folglich 

6       3^=°'  oder  /)=~^~'    *        WZ  ' 

Da  ZD  ein  Quadrat  ist,  3Z)  =  £2,  so  ist  e  =3«',  |/>=c/9,  folg» 
lieh  Z)  durch  3  th  eil  bar,  und  \D  eine  Quadratzahl.  Ist  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt,  so  giebt  es  in  (Sl)  entweder  keine,  oder 
eine  mit  f  eigentlich  aequivalente  Form  f ,  und  da  in  diesem  Falle 
4Z> 

offenbar  —j-  .nicht  =3  sein  kann  (m  das  grosste  gem.  Maass  von 

2(66—  ac),  2(6c— ad),  2(cc  —  bd))f  so  giebt  es  nur  eine  eigent- 
liche Transformation  aus  f  in  f*t  folglich  auch  nur  ein  System 
von  Werthen  x=z±a,  y=z±y,  welche  f(x,  y)  =  arB-t....-f-<£y>s=0 
machen.   Hieraus  folgt: 

Wenn  \D  keine  quadratische  ganze  Zahl  ist,  so 
hat  die  Gleichung 

a2»  +  3fo2  +  3cz  +  rf  =  0 

entweder  keine  rationale  Wurzel,  oder  eine. 

Es  lSsst  sich  dieser  Satz  aber  nicht  umkehren,  d.  h.  wenn 
ß=0  (raod.  3)  und  \D  ein  Quadrat  ist,  so  braucht  die  obige 
kubische  Gleichung  nicht  lauter  rationale  Wurzeln  zu  haben. 
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IM  an  kann  den  nämlichen  Satz,  welchen  auch  Legendre  in 
der  Theorie  des  nonibres  Tome  II.  p.  120.  erweist,  au»  dem 
Ausdrucke  von  D  als  Function  der  drei  Wurzeln  der  Gleichuog 

/•=  ai»  +  36xa  +  3«  +  d  =  0 

herleiten.   Sind  diese  Wurzeln  a>,  a>',  o>",  so  kann  man 

/  =      —  w)  (x'  +  roi  +  w) 

setzen,  und  erhält 

36  =  a(m— w),   3c  =  a(tt— ma>),   cf  =  — owc», 

27D=— 27o»<Z*  ±  816*c2—  108ac»— 10846»  ±  162aocd, 

folglich  durch  Substitution 

27 D  =  a4(m»— 4»)  (a>*  +  mto  +  n). 

Nun  ist  -  m  =  a>'  +        n  =  a>'a>" ,  folglich 

27Z>= a*(a>  -  »')*  (»'  - 

woraus  der  Satz  folgt. 

Zwei  einfache  Fälle  verdienen  noch  beachtet  zu  werden. 

Ist  1°.  D  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  hat  man  notwen- 
dig 6'  =  1,  d'ssKßc4*  — D),  also,  da  D  ungerade  ist,  c*  =  l, 

2)  3 

rf'  =  — 3),  f'  =  (0, 1,  1,—    4    ),   die  einzige  Form  im 

Complex  Sl,  welche  zugleich  eine  Reducta  ist.  Findet  man  in 
diesem  Falle  noch  andere  Klassenformen  bei  D,  so  kann  keioe 
derselben  einen  rationalen  Factor  haben. 

2°.  Ist  \D  ganz  und  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  kann  6' 
=  1  oder  =2  sein;  im  ersten  Falle  kommt  /*'  =  (0,  1,0,  —  J/>). 
Im  andern  Falle  ist  d'=  Ißc*-  \D),  von  den  Werrhen  c'=0, 
•±1,2  sind  0,  2  unzulässig,  da  sie  \D  durch  4  theilbar  machen, 

folglich   c'=±l,  d'=J(3-J0),  ^  =  (0,  2,  1,  --^)  oder 

=  (0, 2,  -1,  — )  mit  der  Charakteristik  <jp=(8,  ±2,  ^—), 

■ 

welche  für  Z)^68  eine  Reducta  ist.    Wenn  also  \D  durch  kein 

Quadrat  theilbar  ist,  so  muss  jede  mit  einem  rationalen  Factor 
behaftete  kubische  Form  von  der  Determinante  —  D  entweder  mit 
der  Form  (0,  1,0,  —  \D)t  oder  mit  einer  der  drei  Formen 

(0,  1,  0,  -l/>),  (0,  2,  1,  -  — (0,  2,  -I,  -  -  ^— ) 

eigentlich  aequivalent  sein,  jenachdem  \D  nicht  =3  (mod.  8)  oder 
==3(mod.8)  ist. 
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* 


Ueber  einen  merkwürdigen  allgemeinen  Satz  von  den 

Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  Völler, 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Saalfeld. 


Lehrsatz. 

Zieht  man  in  einer  beliebigen  Curve  eine  Sehne, 
so  ist,  wenn  die  letztere  unendlich  klein  wird,  das 
Verh&ltntss  des  Flächensegments  zu  dem  Dreiecke» 
welches  von  der  Sehne  und  den  dazu  gehörigen  Tan- 
genten gebildet  wird,  wie  2:3. 

Beweis. 

Es  ist  nicht  schwer,  für  bestimmte  Curven  —  ich  erinnere 
nar  an  die  Parabel  —  das  Verhältnis  eines  Flächensegments  zu 
dem  dazu  gehurigen  Tangentendreiecke  anzugeben.  Wird  aber 
die  Aufgabe  allgemein  gefasst,  dann  lässt  sich  das  weittragende 
Gerüst  der  höheren  Analysis  nicht  mehr  gut  entbehren. 

Es  seien  —  um  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  M TN  (Taf.  VL 
Fig.  1.)  bestimmen  zu  können  —  die  Coordinaten  des  Punktes  M 
gleich  und  die  des  Punktes  N  gleich  x%,  ys;  dann  sind 

die  Gleichungen  der  Tangenten  an  den  Punkten  M  und  N  resp. 

y— Jlk=#"(*i)(*— *i) 

«na 

wt/*(Ä1)=^.  und  /»(*,)  =  |ä  bedeutet. 

Tkeil  XXXI,  §  30 
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Au*  diäten  beiden  Gleichungen  folgt  nun  för  den 
punkt  T,  dessen  Coordiuaten  x>  y  heissen  mögen,  dass 

„   yg — sfi  +  x\fix\ ) — *%T(**) 
*~  7W-fW 

und 

Demnach  ist  der  Flächeninhalt  de«  Dreieck«  MTN: 

(y  +  yi)(*— *i)  +  (y  4- 3h)       *)  ~  (y« +yi)(**  -  *i)  f 

oder,  wenn  man  ausmultiplicirt, 

*i  (y»-y)  -.y^  (*»-*)  +y*»-y_»;. 

Dieser  Ausdruck  geht  bei  weiterer  Transformation  über  in : 
woraus  sich  erglebt,  dass  Dreieck  JWTiV  gleich 

(ya— y)(*i— **)  +  (*#.—*)  (y»— yt) 

2 

ist.  Substituirt  man  nunmehr  die  Werth«  von  y  nod  x,  so  folgt 
endlich,  dass  Dreieck  MTN  gleich 

Die  Fläche  MPNQ  ist  allgemein  gleich 

Da  aber  das  Integral  wiederum  eine  Funktion  von  x  ist,  so 
man  auch 
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setzen.  Somit  ist  dfei  Fläche  MPNQ  .«*  mit  Rücftfeiobt  auf  die 
GrenzbeStimmung  — .gleich 

'  .   .        .  T         «7       vp        -  p  ,       r        #«.  »     \.i  ».    i  •  « 

q>{x^  —  <p{xx)9 

uod  folglich  das  Segment  MmN,  was  hier  nur  allein 
tigt  werden  soll,  gleich 


1  • 


(yi  +y»)(*»-Ji) 

! 

das  Trapez  MPNQ  bedeutet. 

Es  ist  also:  % 

j  (** -f *)  I  tyi  -y*)  A* a)  -  (*i -*a)  A*i)h 

°    ■  w^-2»(*i)-^i+jr»)(^-*i)Hn*i)-r(*i)i 

Da  nun  der  Aufgabe  gemäss  das  eben  angedeutete  Verhältnis 
bei  verschwindender  Sehne,  also  im  Unendlichkleinen,  festgestellt 
werden  soll,  so  ist  es  nöthig,  beide  Thefle  dieses  Bruchs  zu 
differentiiren,  wodurch  das  wegen  der  Allgemeinheit  der  Curve 
nicht  ausführbare  Integra!  im  «Nenne*  von  selbst  wegfallt,  indem 
dann  <p{x2)  wieder  in  f'{x^  und  <p(xx)  in  f'(x\)  ubergeht,  was 
naturlich  die  Untersuchung  an  und  für  sich  in  keiner  Weise  ab- 
ändert, weil  nach  der  Theorie  des  Unendlichkleinen  das  Flächen- 
segroent  —  auch  unendlich  klein  —  immer  ein  Segment  uod  das 
Dreieck  immer  ein  Dreieck  bleibt. 

Bei  der  Differentiation  ist  es  voftbeUhaft,  die  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte,  z.B.  x%i  ya,  als  constant  anzusehen,  weil 
dadurch  die  Resaltate  am  Vieles  vereinfacht  werden.  Man  bat 
sieb  a|se  die  ganze  Sache  so  zu  denken,  ,  als  ob  der  Punkt  M 
immer  näher  an  N  heranrucke  und  endlich  im  Unendlichbleinen 
mit  2V  Zusammenfalle,  wobei  y,  in  y.z  und  xx  in  xa  übergehe*  wird. 

%  t  »  ■ 

Wälde  man  jetzt  in  oie  obige  Formel  yx  =  y%  und  x'i  =  xr 
setzen/scJ-ÄrgÄbe  «teh?         \      t     *  .  - 


\MTN  0 

1    '  ;     I      ^  8•g."*SliV,ST■■*>, 
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Es  ist  also  dieser  Aasdruck  so  lange  zu  differentiiren ,  bis  er  — 
nach  Substitution  von  yx  =  y2  uod  —  nicht  mehr  g  liefert. 


Die  erste  Differentiation  giebt  nun: 

(yi  -*)/"  (*s)  -  (*i-*Jf'W(*J + (*-*)  (*e-*i)  A*i)  j 

__  y>rfri)rw-/,(*k)tft-jte-i-r(*i)(^-*k)i  1 

r(^i)i4M^)-^i)-(yi  +ya)(*.-*i)l         )  ' 


welcher  Ausdruck  für  y4  =      *i  =jr»  den  unbestimmten  Werth 

0  liefert. 

Die  zweite  Differentiation  giebt: 

.  3(*a— *i)/,W/'W  +  (3l-Ji)h-*i)/"W  ) 

-  2^1)12/(^1)  -f  to-*i)/Vi)--<yi +*)  1 

was  in  gleicher  Weise  fiir  =ys  und  *i  =x2  das  Resultat 
jj  liefert 

Dasselbe  ist  anch  noch  nach  der  dritten  Differentiation  der 
Fall,  welche  den  Ausdruck 

1  +(y.-y.)n*i)  +  (y.-yi)(*.-*i)/,''(*i)  [ 

/*^*i)|8»(*«>-29>(*i)-(jri  +yi)(««-*I)l 

-  am*,)  1 5VT*i)  +  (**-*,)  A*i)-  ta + *)l 

-3(*,-*I)/'(*l)/-(*l)+/-(*1)l/'(^)-A«^l 

gieui. 

Erst  die  vierte  Differentiation  ftihrt  zu  dem  Resultat: 
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/  -  sm>  /*(*,)  -  •»/•(*,)  n*i)  -  *(.*%  -  /"'(*«) 
1  -  -v(*i)r^i)(^-*i)-6('t-*»y(ariy/r(*i)-H/,(*.)r(*i) 

]  +3/-'(*l)r(*i)-(yi-yi)r,r(*i)  -  A*.)/'"'(*i)(*t-*i) 
j  - (y.-3»i)/"/r(*i)+(Ä-yi)(*i-*i)/r(*i)+3A*i)n^) 

•  +  r(*.)/"(*.)-2(*i-«*)/"  ww-in-i&ruwißd 
-  v"fa)ive«k) + r(*o  -  (sr,  +»>» 

-9to-*,)/"(*i)/"(*i) 

- 

welches  für  yt  =  yt  und  xt  =  j;t  sich  auf: 

reducirt,  woraus  erhellt,  daea  eich  daa  Segment  aum  Dreiecke 
wie  2:3  verhält. 
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XX\III. 


Ueber  den  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  von 
Herrn  Doctor  Völler  bewiesenen  allgemeinen 


>  van  den  €utven. 


Sjti 


Von 

'  dein  Herausgeber. 

Der  in  der  vor  hergebenden  Abhandlung  von  Herrn  Doctor 
Vuller  in  Saalfeld  bewiesene  allgemeine  Satz  von  den  Cur- 
ven  hat  mich  sehr  interessirt,  indem  derselbe  eine  neue,  jeden- 
falls  sehr  merkwürdige  Gränze  von  sehr  allgemeiner  Gültigkeit 
nachweiset,  und  gewiss  seinen  Theil  dazu  bettragen  wird,  der 
Gränzen -Theorie  —  und  ihrer  Anwendung  —  ihre  so  -ungemein 
grosse  Bedeutung  für  die  gesammte  Mathematik  immer  mehr  und 
mehr  zu  sichern,  und  jeder,  ohne  Zugrundelegung  dieser  Theorie 
in  ihrer  völligsten  Strenge,  ganz  unwissenschaftlichen  Behandlung 
der  Analysis  und  Geometrie  in  ihren  höheren  Theilen  immer  mehr 
und  mehr  die  Spitze  abzubrechen.  Auch  ist  dieser  Satz  unstrei- 
tig für  die  annähernde  Berechnung  der  von  beliebig  gekrümmten 
Curven  umschlossenen  Flächenräume  von  Wichtigkeit,  und  weiset 
zugleich  in  der  von  Herrn  Doctor  Völler  ihm  gegebenen  Form 
als  einer  streng  nachweisbaren  Gränzen- Bestimmung  sehr  got  den 
Grund  auf,  warum  man  bekanntlich  schon  längst  sich  mit  Vortbeil 
zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  Grösse  solcher  Flächen- 
räume einer  parabolischen  Berechnung  bedient  hat,  worauf  auch 
Herr  Doctor  Völler  selbst  gleich  im  Eingänge  seines  Aufsatzes 
hindeutet.  Ich  danke  daher  Herrn  Doctor  Völler  recht  sehr  für 
die  Mittheilung  des  Satzes,  und  glaube,  das  Interesse,  welches 
ich  an  demselben  genommen,  nicht  besser  an  den  Tag  legen  in 
können,  als  dadurch,  dass  ich  sogleich  nach  Empfang  der  vorher- 
gehenden Abhandlung  einen  anderen  Beweis  für  denselben,  den 
ich  im  Folgenden  mittheiler»  werde,  gesucht  habe,  welcher  sich 
vielleicht  noch  etwas  mehr  der  neueren  Behandlungsweise  solcher 
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allgemeinen  Sätze  von  den  Gränsen  unmittelbar  durch  die  mit 
ihrem  Reste  vervollständigte  Taylor'eche  Reihe  anschließt, 
auch  wohl  noch  etwas  kürzer  and  einfacher  zum  Ziele  gelangt, 
vr o durch  aber  keineswegs  dem  Werth e  der  von  Herrn  Poctor 
Voller  gegebenen  Ableitung  Abbruch  geschehen  soll  und  kann, 
indem  ich  vielmehr  der  Meinung  bin,  dess  diese  Ableitung,  neben 
ihrem  unmittelbaren  Werthe  für  den  Beweis  des  in  Rede  stehen- 
den Satzes,  zugleich  ein  sehr  gutes  Beispiel  für  die  Bestimmung, 
der  unbestimmt  zu  sein  scheinenden  Werthe  der  Functionen  von 

der  Form      liefert.   Ich  gehe  nun,  zu  dem  Beweise  des  fraglichen 

Satzes  selbst  fiber,  wobei  ein  Jeder  die  Fignr  ganz  in  derselben 
Weise  wie  in  dem  Aufsätze  des  Herrn  Doctor  Voller  sich  leicht 
selbst  entwerfen  kann.  *  1  . 

Man  denke  sich  eine  beliehige,  ganz  in  einer  Ebene,  die 
zugleich  als  Ebene  der  xy  angenommen  werden  mag,  liegende' 
Curve,  deren  Gleichung  für  rechtwinklige  Coordinaten  wir  im 
Allgemeinen  durch 

i)  .  •  y  =  /l*)  ■ 

bezeichnen  wollen.  Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  dieser1 
Curve  sei  (xy)  oder  A»  Lassen  wir  nun  x  die  beliebige  Verän- 
derung Ax  erleiden,  wodurch  in  Folge  der  Gleichung  1)  die  Ver- 
änderung Ay  von  y  herbeigeführt  wird,  so  werden  die  Coordinaten 
x-\-Ax,  y\Ay  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  Ax  unserer  Curve 
bestimmen.  Legen  wir  nun  durch  die  Punkte  A  und  Ax  Berüh- 
rende an  die  Curve,  so  sind  deren  Gleichungen,  wenn  wir  jetzt 
die  veränderlichen  oder  laofeuden  Coordinaten  durch  jr,  n  bezeich- 
.  nen,  nach  den  Lehren /ler  höheren  Geometrie  bekanntlich: 


) '   *   '    t  t>-f(x+Ax)=f'(x+Ax).\x- 


(x+Ax)l 


Ist  nun  A2  der  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Berühren- 
den, so  werden  dessen  Coordinaten,  welche  wir  der  Kürze  wegen 
jetzt  durch  r,  n  bezeichnen  wollen,  aus  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  auf  dem  Wege  algebraischer  Elimination  bestimmt 
werden  müssen,  wodurch  wir,  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  unter  der  Form 

n  -f(x)  =  f'(x) .  { jr  -  (x  +  Ax) )  +  f'(x) .  Ax, 
w— -f  Ax)  —f(x  +  Ax) .  { r — (x  +  xA)  \ 

darstellend,  (Ur  die  Coordinaten  jr,  n  sogleich  die  folgenden 
drücke  erhalten : 
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I  *  -  (*  +  ^)  =  f(x+Ax)-f\x)  • 

i   r(*+^)-r(*>  .  ' 

Wir  wollen  jetzt  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AAXA^  durch 
D  und  den  Flächeninhalt  des  von  der  Sehne  AAX  abgeschnitte- 
nen Curven- Segments  durch  5  bezeichnen,  nnd  diese  beiden 
Flächenräume  jetzt  zu  bestimmen  suchen. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir,  wozu  wir,  ohne  auf  weitere  Er- 
läuterungen uns  einzulassen,  was  hier  unnötbig  ist,  jedenfalls 
immer  berechtigt  sind,  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen, 
dass  die  Punkte  A,  Ax,  A*  eine  solche  gegenseitige  Lage  haben, 
dass  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A  durch  den  Punkt  Ax  so 
dem  Punkte  A%  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewe- 
gen muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Tbeile  der  Aze  der  x  durch  den  Coordinaten winke!  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Aze  der  y  zu  gelangen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten,  im  Archiv.  Tbl. III.  S. 263.  bewie* 

21>=- 1  ((x+Ax)-x)y  +  (jr-ar)  (y  +  Ay)  +  (*-<*  +  Ax))  n }, 
mittelst  leichter  Rechnung 

2D  =  (p-y)Ax-(t-x)Ay, 


oder 


<2D  =  \t)-(y+Ay)\Ax—\x- (x+Ax) }  <y , 


20  « \  n  -  f{x  +  Ax)  |  Ax  -  { r  -  (x  +  Ax) )  Ay ; 
also  nach  2)  und  1): 

4)  .  .  .  %D=[f(x+  Ax).Ax-  Aflx)\\x~{x+Ax)\ 
findet. 

Ferner  ist  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  nnd  der 
bekannten  Formel  ftir  den  Flächeninhalt  des  Trapeziums 

5)  .   .    .    S=J  f(x)Zx—\Vy  +  Ay)Jx 

X 
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Ans  4)  und  6)  erhalt  man  auf  der  Stelle : 

7)  .  .  s 

Nach  dem  Taylor*  sehen  Lehrsätze  ist  nun,  wenn  9  und*,  wie 


2  /         f{x)dx — [f{x)  +  f{x  +  Jx)\Jx 


gewöhnlich  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht 
sen  bezeichnen:  , 

flx+  Ax)  =  f(x)  +fix).Jx  +  </"(*  +  94x).Jx\ 
f'ix+Jx)  =/*(*)  +  f(x\^Ax).Ax\ 


fix+  Jx)—f{x)  —  f(x).4x  =  y«ix  +  QJx).Jx*, 

f'ix  r(x)  + Ax ; 

und  folglich  nach  der  ersten  der  beiden  Formeln  3): 

8)  .  .  .    r  l-ffr+toJ*)4*- 

Weil  ferner 

Afix)  =  fix  +  zfcr)  -  /)[*)  =  /» («) .  -far + \f*{x + o/fcr) .  Jx* 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

9)  fix\4x) .^-^)==ir(*+oI^)--;r(*+P^x)}.^«; 
und  sogleich  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden  auch,  das« 

ist. 

Setzen  wir  jetzt  allgemein 

11)    .......  ffix^x^FXxh 

so  ist 

/x+Jm 
fix^x=Fix\Ax)-Fix)t 

m 

also,  weil  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze 

Fix  +  Jx)  =  Fix)  +  F'ix).Jx  +  l*F'ix).  Jx*  +  \F*ix+todx).Jx* 

ist: 
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f 


*+  *  f[x)dx = F(x) .  Jx  +  \f"(x) äx*  -f  1  *W(.T  +  frJx)  .  <*r» 

I       »  1  •  •  • 


Nun  ist  aber  nach  Jl):, 

F(*)=A*),   F*(x)=f'{x),  F*{x)=ri*)\ 

1  ■  ft  R 

fix)dx=ax).jx + irw^*«+i/*(*-f  ^>.^. 

woraus  sich  nach  10)  auf  der  Stell«  . 

13)  .  .  2J        f[x)tx-\f{x)  +  f{x+<ix)\<ix 

M  i 

ergiebt.  t 

Aus  7),  8),  9),  13)  erhallen  wir  jetzt  nach  gehöriger  Sub- 
stitution der  Ausdrücke  S),  9),  J3)  in  7)t 


D_    1  f(x  +  ot  J)  -  \f"(x  +  o^)  | .  Jx*  ,   f"(x  +  9Jx) 


Z)        ,  +  gJxy  fjx  +  o,  ^a:)  -  +  o  ^x) 

s  -   *  *  fix  +  o,  4*) "       +  e***)  -       + e^) 


14)  S  -  •  •/"''(.*  +  gtJx)  ' \f"{x  +  <**r)  -  \f»\x  +  o***)' 

Lässt  man  jetzt  Ax  sich  der  Null  nähern,  so  nähern,  weil 
ff,  o( ,  ps  positive,  die  Einheit  nicht  ubersteigende  Grossen  sind, 
die  Grossen  f"(x  +  qJx),  f(x+QX4x)t  fix  +  ^Jx)  sieb  sfimrot- 
lich  der  Grfinze  f{x)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade,  und  es  ist  also  nach  obiger  Gleichung,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nShert: 

folglich : 

15)  Lim^ssS, 
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ueicbes  der  von  Herro  Doctor  Völler  bewiesene  allgemeine  Satz 
roo  den  Curven  ist. 

Es  ist  zu  erwarten,  dass  dieser  Satz  zu  weiteren  Anwendun- 
gen Gelegenheit  und  Veranlassung  geben  wird. 


■ 


Uebungsaufgaben  für  Schuler. 


Herrn  Alexander  Löffler  zu  Krakau. 

1)  .  Eä  is t  ,zu ;  beweisen ,  dass  die  tiefsten  Punkte  aller  aus  der 
Gleichung  aea\§*  ±  be~(a+ßx)  durch  Variation  von  «  und  ß  bei 
constanfeh  a  und  6  entstehenden  Kurven  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

2)  Welches  ist  die  •Umhüllungslinie  aller  Curven,  die  durch 
V^iation  .des  Parameters  ß  aus  obiger  Gleichung  entstehen? 

— 

-  ■  •       •".!'•■  .•  -        -  ■  1  .   -        •  '  :. 

Von  Herrn  Professor  Friedrich  Mann  an  der  Kantnnsschule  zu 

Frauenfeld. 

})  Ist  AC  die  längste  Seite  eines  spitz-  (Taf.  VL  Fig.  2.) 
oder  stumpfwinkeligen  (Taf.  VJ.  Fig. 3.J  Dreiecks  ABC,  so  kann 
man  offeubar  durch  B  innerhalb  des  Winkelraunies  ABC  zwei 
Richtungen  Bff  und  BF  so  ziehen,  dass  Winkel  ABF  =  Win- 
kel ACB  und  Winkel  CBiij=  Winkel  BAC  wird.  Construirt 
man  nun  ein  Rechteck,,  welches  die  längste  Dreiecks», 
seite  AC  zur  e inen  und  den  Abschnitt  HF  zur  andern 
Seite  bat,  so  gibt  dasselbe  durch  seinen  Flächeninhalt 
an,  um  wie  viel  das  Quadrat  Ober  der  längsten  Drei- 
ecksseite AC  kleiner  oder  grosser  sei  als  die  Summe 
der  Quadrate  über  den  beiden  andern  Dreiecksseiten 
AB  und  BC. 

,2)  Ruft  man  auf  den  beiden  andern  Drcjecksse'iten  AB  und 
BC  die  Abschnitte  BE  und  BD  dad  urch  hervor,  dass  man  von 
den  Ecken,  A  und  C  Senkrechte  auf  die  gegenüberstehenden  Drei- 
ecksseiten  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  oder  deren  Verlängerungen  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
fallt,  so  gilt  der  Satz: 

Rechteck  aus.  der  längsten  Dreiecksseite  AC  und 
dem  auf  ihr  Iiegen4en  Allschnitt  HF  gleich  Rechteck 
ans  der  zweiten  D rei ecksseite  Aß  und  ihrem  Abschnitt 
/>Äptus  dem  Rechteck  aus  der  dritten  Seite  JJt  und 
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XXX. 

Bf  i  s  c  e  I  I  e  n. 

I 

Ueber  die  neuesten  optischen  Arbeiten  und  Untersuchungen 
des  Herrn  Ministerial- Raths  v.  Steinheil  in  München. 

Von  den  Herausgeber. 

Der  grossen  Wichtigkeit  der  neuesten  optischen  Arbeiten  des 
Herrn  Ministertal-Raths  v.  Steinheil  in  München,  und  des  gros- 
sen Interesses  wegen,  welches  dieselben  gewähren,  zugleich  mit 
Rücksicht  auf  die  grossen  Fortschritte  der  wissenschaftlichen  und 
praktischen  Optik,  welche  dieselben  versprechen,  lasse  ich  die 
folgenden  Auszuge  aus  den  Gelehrten  Anzeigen  der  Kö- 
niglich Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  In 
München  und  aus  der  Allgemeinen  Zeitung  hier  abdrucken, 
um  diesen  so  hftchst  verdienstlichen  Arbeiten  eine  möglichst  grosse 
Publicitftt  zu  geben  und  die  Leser  des  Archivs  auf  dieselben  auf- 
merksam zu  machen.  G. 

I. 

Ueber  Verbesserung  der  Objeetive.  *) 

(Vor  rag  des  Herrn  Ministerial  -  Rath«  C.  A.  Steinheil.) 

Wenn  ich  erst  heute,  nach  einer  Unterbrechung  von  mehre 
ren  Jahren,  wieder  die  Aufmerksamkeit  der  geehrten  Gasse  in 
Anspruch  nehme,  um  Über  den  Fortgang  meiner  optischen  Unter- 
suchungen zu  berichten,  so  findet  dies*  in  dem  Umstände  seine 
Erklärung,  dass  eine  grosse  Masse  von  Erfahrungen  gesammelt 
werden  musste,  um  den  Punkt  kennen  zu  lernen,  auf  dem  die 

*)  Ans  den  Gel.  Anzeigen  der  König!.  Baierischen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  München  Nr.  32.  und  33.  1858  besonders  abgedruckt. 
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ausübende  Optik  gegenwärtig  steht,  weil  erst  von  diesem  ans 
Neues  mit  Erfolg  herbeigeführt  werden  kann. 

Ich  glaube  jetzt  der  sehr  geehrten  Versammlung  ein  Ergeb- 
nis vorlegen  zu  können,  was  einen  neuen  Abschnitt  in  der  Dfop- 
trik  herbeiführen  dürfte,  indem  ich  Mittel  gefunden  habe,  die 
Fehler  des  Objectives  in  höherer  Ordnung  aufzuheben.  Um  aber 
dieses  Resultat  in  Zusammenbang  mit  den  bisherigen  Fortschrit- 
ten der  Optik  zu  bringen,  sei  es  mir  gestattet,  die  successiven 
Verbesserungen  des  Objectives  auf  allgemeine  Gesichtspunkte  zu 


Alle  wesentlichen  Verbesserungen  de«  Femrohres  waren,  be- 
trugst oder  unbewusst,  stets  nur  darauf  gerichtet,  seine  Länge 
zo  vermindern.  Denn  die  Fehler  aller  Art  im  Bilde  einer  einfachen 
positiven  Glaslinse  können  beliebig  klein  gemacht  und  unter  die 
Empfindlichkeit  des  Auges  gebracht  werden,  wenn  die  Oeffnung 
dieser  Linse  auf  das  entsprechende  Mass  reduzirt  wird.  Dieses 
einfachste  Fernrohr  bekommt  aber  schon  für  einige  Zoll  Oeffnung 
eine  so  ungeheure  Länge,  dass  alle  praktische  Anwendbarkeit 
aufhört  Eine  neue  Epoche  für  die  Dioptrik  trat  daher  ein  durch 
DolUnd's  Erfindung  des  achromatischen  Objectives.  Aber  alle 
grösseru  Dol I on d' sehen  Fernrohre  haben  noch  mehr  als  die 
doppelte  Länge  der  Fraunhofer'schen,  und  müssen  diese  haben« 
wenn  die  Angulär-  Abweichungen  im  Bilde  gleich  gross  werden 
sollen.  Das  Fraunhofer'sche  Objectiv  bildet  daher  einen  we- 
sentlichen Fortschritt  im  Vergleich  mit  den  englischen.  Dies  wol- 
len wir  näher  begründen.  Es  Ifisst  sich  nämlich  zu  jeder  positiven 
Crowng  las  linse  eine  negative  Flintglaslinse  finden,  welche  mit  ihr 
—  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  —  ein  achromatisches  Objec- 
tiv bildet,  d.  h.  welche  zwei  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit 
ond  einen  dritten  von  anderer  Brechbarkeit,  die  parallel  zur 
Axe  des  Objectives  einfallen,  in  einem  Punkt  in  der  Axe  zusam- 
menführt. Ist  nun  einer  dieser  mittlem  Strahlen  der  Axe  des 
Objectivs  unendlich  nahe  der  andern  an  den  Rand  des  Objectiv« 
gelegt,  und  man  untersucht,  immer  unter  der  Voraussetzung  sphä- 
rischer Gestalten  und  homogener  Brechung  der  Glasarten,  die 
Lag«  dieser  Strahlen  mittlerer  Brecbbarkeit  zwischen  Axe  und 
Rand,  so  treffen  sie,  wie  man  ein  bestimmtes  Oeffnungsmass  des 
Objectives  überschreitet,  nicht  mehr  mit  dem  Durchschnitte  des 
Axta-  und  Randstrahls  zusammen,  sondern  sie  schneiden  die 
Axe  früher  und  es  hängt  jetzt  nur  von  der  Gestalt  der  Crown- 
sUMinse  ab,  wie  gross  diese  Abweichung,  die,  wie  Gauss  ge- 
zeigt hat,  in  \  der  Oeffnung  ihr  Maximum  hat,  überhaupt  wer- 
dtdaolL  Diese  Abweichung  kann  daher  als  das  Oeffnungsmass 
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eines  Objectives  betrachtet  werden.    Denn   die  grosstmogtieac 

Oeffnung  für  ein  Doppelobjectiv  wird  diejenige  sein,  bei  welcher 

diese  Abweichung  ein  Minimum  wird»  Die  absolute  Grosse,  welche 
sie  erreichen  darf,  hängt  von  der  verlangten  Vergrüsserung  ab 
und  muss  stets  so  gewählt  werden,  dass  der  durch  das  Okular 
vergrosserte  Angulärfehler  nicht  45"  oder  die  Empfindlichkeit  des 
Auges  fibersteigt.  Hieraus  erklärt  sich,  wesshalb  kleine  Fern- 
rohre verhaTtnjssmässig  grossere  Oetfhungen  a)s  grosse  ertragen. 
Fraunhofer  war  es  vorbehalten,  diesen  Zusammenhang  zu  er- 
kennen. Sein  Objectiv  beruht  nicht  auf  den  Bedingungen,  die 
Her  sehet  u.  A.  zu  Grunde  legten,  sondern  lediglich  darauf,  die 
der  Axe  parallel  einfallenden  Strebleo  mittlerer  Brennbarkeit  in 
ei  Bern  Punkte  zu  vereinigen,  oder  nur  solch«  Abweichungen  za 
statuiren,  die  mit  Rücksicht  auf  die  Vergrößerung  unter  der 
Grenze  der  Sensibilität  des  Auges  bleiben.  So  kann  man  als« 
Hagen,  Fraunhofers  Objectiv  bat  die  größtmöglichste  OelT- 
nung  oder  sein ,  Ferorohr  ist  bei  gegebener  Oeffoung  möglichst  kurz. 

Untersucht  man  nun  In  Fraunhofer* s  Obje^ctrv  auch  die 
Lage  der  Strahlen  einer  andern  Brechbärkeit  oder  den  sogeuimv 
ten  farbigen  Strahl,  so  lässt  sich  dieser  nur  in  einem  Punkte 
mit  den  mittlem  Strahlen  vereinigen.  Bewirkt  man  z.  B.  diese 
Vereinigung  für  \  der  Oeffnung  de*  Objectives,  so  schneidet  der 
farbige  Randstrahl  später,  der  farbige  Axenstrahl  früher  als  die 
mittleren  die  Ate,  und  da  Aber  alle  Elemente  des  Objectives  be- 
reits disponirt  ist,  bleibt  keine  Möglichkeit,  auch  diesen  über  die 
ganze  Oeffnung  des  Objectives  mit  den  mittlem  Strahlen  zusam- 
men zu  bringen. 

Dieser  Fehler  des  Fraunhofer*schen  Objectives  oder,  wem» 
man  will,  des  besten  möglichen  Doppelobjectives  läset  sich  nvr 
auf  Kosten  der  Oeffnung  vermindern.  Gauss  hat  »war  ein  Ob- 
jectiv berechnet,  welches  parallel  zur  Axe  einfallende  Strahle! 
am  Hand  und  in  der  Axe,  und  zwar  von  zweierlei  Brechbarkeit, 
also  vier  Strahlen  in  einem  Punkte  vereinigt.  Er  zeigt  aber  selbst, 
dass  dann  eine  beträchtliche  Abweichung  für  die  Strahlen  in  j  der 
Oeffnung  eintritt.  Wollte  man  diese  verschwindend  klein  machen, 
was  sich  stets  erreichen  lässt,  da  die  Abweichung  nahe  biqaa* 
dratisch  mit  der  Oeffnung  abnimmt,  so  wurde  letztere  so  sehr 
vermindert,  dass  auch,  abgesehen  von  andern  Uebelstanden,  diese 
Construction  der  Fraunhofer'schen  weit  nachstünde. 

Eine  Verbesserung  gegen  da«  Fraunhofer  sehe  Objecü» 
wäre  sonach  nur  dadurch  zu  erreichen,  das«  man  deo  farbigen 
Strahl  i|ber  die  ganze  Oeffnung  zö  den  nittlera  Strahlen  brachte, 
ohne  dabei  eine  Abweichung  für  die  \  Strahlen  entstehen  zu  las- 
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eeti,  was  wAtür+icr,  mehr  als  zwei  Lio*en  erfordert  8oHte  aber 
sogleich  die  Oeffnung  beträchtlich  grosser  werden  als  bei  Fraun- 
hofer, so  müsste  gleichzeitig  die  Abweichung  der  5  Strahlen  mit 
denen  des  Randes  und  der  Axe,  und  zwar  für  zweierlei  Brech- 
barkeit gehoben  werden,  was  die  Annahme  von  vier  Linsen  bedingt. 

Diese  Aufgabe  habe  ich  nun  gelost  durch  ein  Objectiv,  wel- 
ches aus  zwei  Crownglas-  und  zwei  Plintglas -Linsen  besteht. 
Dieses  Objectiv  vereinigt  Strahlen,  welche  parallel  zur  Axe  ein- 
fallen, ftir  zweierlei  Brechbarkeit  am  Rande,  m  1  und  in  der  Are, 
also  sechs  Strahlen.  Es  kann  betrachtet  werden  als  bestehend 
aus  einer  CrownglasRnse,  deren  Farben-  und  Gestaltfehler  in  drei 
verschiedenen  Abständen  von  der  Axe  aufgehoben  werden  durch 
ein  nachfolgendes  negatives  Objectiv,  was  aus  zwei  Flintgläsern 
und  einem  Crownglas  zusammengesetzt  ist.  Das  negative  Objec- ' 
tJv  hat  jedoch,  eine  weit  grössere  Brennweite,  als  die  Crownglas- 
linse,  obschon  die  Fehler  in  beiden  gleich  gross  und  nur  im  Zeichen 
entgegengesetzt  sind.  Farben  und  Gestalt  sind  sonach  bei  die* 
sem  Objectivem  höherer  Ordnung  gehoben,  als  bei  den  jetzigen  *). 
Setzt  man  die  Oeffnung  J  der  Brennweite,  so  treten  wieder  Ab- 
weichungen noch  höherer  Ordnung  hervor  zwischen  Rand  und  1  und 
zwischen  |  und  Axe.  Aber  sie  betragen  nicht  0".2  Bogensekunde 
nnd  sind  daher  für  eine  200malige  Vergrßsserung  erst  an  def 
Grenze  der  Wahrnehmbarkeit  des  Auges.  Sollte  die  Vergrösse- 
rung  stärker  werden,  so  mfisste  die  Oeffnung  kleiner  sein.  EW 
Fernrohr  von  3  Zoll  Oeffnung  wird  mit  diesem  Objective  nur  15 
Zoll  Lflnge  bekommen.  Ein  4zolllger  Refraktor  wird  2  Fuss  lang, 
während  er  jetzt  $  Fuss  lang  ist  Das  Bild  aber  dieser  neuen 
Fernrohre  unterscheidet  sich  von  dem  der  jetzigen  dadurch  we* 
sentlic|i,  dass  man  auch  beim  Schwanken  mit  dem  Auge  keine 
farbigen  Bildersäume  bekömmt,  da  das  Objectiv  halb  verdeckt 
werden  kann,  ohne  dass  Farben  sichtbar  werden.  Ich  brauche 
nicht  erst  darauf  aufmerksam  zu  machen,  welche  Vortheile  aus 
der  Benutzung  dieser  Fernröhre  für  die  Messinstrumente  hervor- 


*)  Wellie  man  da«  negative  Ohjeeji*  bloss  ans  twei  Unsen,  Crown 

nnd  Flint,  coostruiren,  so  könnten-  entweder- aor  die  miUiern  Strub len  in, 
|  oder  nur  die  Farben  mit  Axe  und  Rand  vereinigt  werden,  immer  un- 
ter der  Voraussetzung,  dass  die  Gestalt  der  positiven  zu  coro pensir en- 
den Crowqgjasjiose  wiUkyjhrlich  bleibt  Letzteres  ist  durchaus  nöthig, 
um  nicht,  wie  Gauss,  auf  wenig  Wowelwerthe  beschränkt  zu  werden, 
deren  Brauchbarkeit  durch  anderweitige  Rücksichten  oft  problematisch 
bleibt.  So  aber  ist  stets  eine  panze  Reihe  von  Olijectiven  möglich,  von 
welchen  jedes  sämmtlichen  Bedingungen  entspricht.  Unter  dienen  uiiiss 
dann  dasjenige  gewählt  werden,  wus  das  grösste  Oeflnungsuiass  bekömmt. 
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gehen  werden.    Denn  mit  der  optischen  Kraft  wächst  bekanntlich 

die  Genauigkeit  der  Messung. 

Allein  es  sei  mir  gestattet,  hier  noch  mit  einigen  Worten  der 
Anwendung  dieses  Principe*  auf  Mikroskope  zu  erwähnen. 

Im  Allgemeinen  kann  man  sagen,  dass  durch  Verkürzung  der 
Brennweiten  die  Fernrohre  nur  an  Anwendbarkeit  gewinnen.  Ganz 
anders  verhält  es  sich  aber  bei  den  Mikroskopen.  Hier  nimmt 
die  Wirkung  caet  par.  direkt  mit  dem  Oeffnungsmasse  zu.  Ein 
Mikroskop  von  20°  Licht  l&sst  keine  Spur  von  dem  erkennen,  was 
bei  40°  Licht  mit  derselben  Vergrößerung  sichtbar  wird.  Aber 
unsere  besten  Mikroskope  von  100  bis  150°  Liebt  lassen  so  be- 
trächtliche Gestalt  fehler,  dass  sie  zu  organischen  Untersuchungen 
•  schlechterdings  untauglich  sind.   Nach  demselben  Priocip  wie  bei 
den  Fernrohren  kann  ich  nun  Mikroskop  -  Objective  construiren, 
welche  aus  zwei  vierfachen  Objectiven  bestehen  und  nicht  nur 
die  Gestalt-  und  Farbenfehler  in  drei,  sondern  in  fflnf  verschie- 
denen Abständen  von  der  Axe  aufheben.   Wird  nun  zugleich  bei 
solchen  Objectiven  der  absolute  Massstab  vergrössert,   so  dass 
dieselben  nicht  wie  jetzt  1  Linie,  sondern  10  Linien  Oeffnung  er- 
halten, so  wird  der  Beugungsfehler  10m al  kleiner  und  die  sphä- 
rischen Gestalten  werden  bei  derselben  absoluten  Fehlergrenze 
lOmal  genauer.    Es  ist  zwar  die  Durchführung  dieser  neuen  Mi- 
kroskope noch  eine  erhebliche  Arbeit,  allein  sie  steht  nicht  im 
Vergleich  zu  der  ersten  hier  gelieferten,  und  so  hoffe  ich,  der 
sehr  geehrten  Classe  die  ausgeführten  Instramente,  Fernrohr  uod 
Mikroskop,  bald  vorlegen  zu  können. 

Schliesslich  erfülle  ich  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich  an- 
führe, dass  diese  umfangreichen  Rechnungen  nur  unter  meiner 
Mitwirkung  von  meinem  Sohne  Dr.  Adolph  Steinbeil  durch- 
geführt wurden. 

II. 

Sitzung  der  mathematisch  -  physikalischen  Classe  der 
k.  Akademie   der  Wissenschaften   zu  Manchen  vom 

12.  Juni  1858*). 

1)  Herr  Ministerialrat  Dr.  Steinheil  legte  der  Classe  ein 
Teleskop  vor,  welches  durch  Silberspiegel  auf  Glas  wirkt 

Bd.  XLVL  Sr.  68.  * 

Digitized  by  Google 


Miscellen  dKri 

u  n  d  ^lucIi  dari  n  neu  is t  ^  d a ss  d i  e  h  är  i sc  h s  b  w o  1  cti u n d es 
grossen  Spiegels  durch  ein  negatives  achrpmatisirendes  Objectiv 
streng  gehoben  ist  Der  Teleskopspiegel  bat  3  Pariser  Zoll  freie 
Oeffnung  und  nur  18  Zoll  Brennweite.  Das  compensirende  Ob- 
jectiv greift  2  Zoll  vom  Brennpunkte  aus  gegen  den  Spiegel  in 
den  Licbtconus  ein,  und  bewirkt,  dass  von  liier  aus  das  Verhält- 
niss  der  Vereinigungsweite  zur  Oeffnung  wie  12:1,  also  eben  so 
wird,  wie  es  jetzt  bei  Fernröhren  oft  hergestellt  wird.  Dadurch 
geben  die  nun  üblichen  Okulare,  ungeachtet  der  bis  jetzt  noch 
nie  erlangten  Kurze  des  Instrumentes,  dennoch  dieselben  Ver- 
grüsseruugen,  als  wenn  der  Teleskopsp'mgel  36  Zoll  Brennweite 
hätte.  Unmittelbar  hinter  dem  Corrections-Objectiv,  was  9  Linien 
Oeffnung  bat  und  verkittet  ist,  steht  der  kleine  Planspiegel  in 
direkter  Verbindung  mit  dem  Okulartrager,  der  sich  längs  des 
Rohres  in  Mikrometerscblitten  bewegt.  Dieses  Teleskop  entspricht 
vollständig  den  Erwartungen,  die  Herr  St  ein  heil  in  einem  Schrei- 
ben au  Director  Peters,  den  Herausgeber  der  astronom.  Nach» 
richten,  ausspricht,  wie  in  Nr.  1138.  dieser  Zeitschrift  zu  lesen 
ist.  Der  Lichtverlust  des  nach  Liebig's  Methode  versilberten 
grossen  Spiegels  beträgt  nur  9  Procent.  Die  Dicke  der  Silber* 
schichte  ergibt  sich  nach  Messungen  mit  einem  neuen  Stein* 
beil'schen  Spirometer,  der  3  Milliontel  einer  Linie  noch  deut- 
lich zeigt,  zu  ein  dreissigtausentel  Linie.  Durch  die  Silberschichte 
sieht  man  das  Sonnenbild  wie  durch  ein  blaues  Moderationsglas 
als  scharf  begrenzte  Scheibe,  und  es  lässt  die  gleichmässige  In- 
tensität des  Sonneobildes,  durch  alle  Theile  des  Spiegels  betrach- 
tet, erkennen,  dass  sich  die  Dicke  der  Metallschichte  wohl  nirgend 
um  ihren  zehnten  Theil  ändert.  Es  bildet  daher  der  Metallüber- 
zug des  Glasspiegels  mit  der  polirten  Glasfläche  eine  Aequidistante, 
die  nirgend  von  der  Gestalt  des  Spiegels  mehr  als  ein  dreimal 
hunderttausentel  einer  Linie  abweicht  und  somit  auch  bei  den 
strengsten  Anforderungen  an  Gestalt  der  Flächen,  selbst  für  die 
grössten  Instrumente  genügen  würde.  Was  die  Reinheit,  Farb- 
losigkeit  und  Schärfe  des  Bildes  dieses  Teleskopes  anbelangt,  so 
übertrifft  es  darin  die  allerbesten  Achromaten  so  eminent,  dass 
der  erste  Blick  keinen  Zweifel  läset.  Namentlich  ist  dadurch  der 
Eindruck  sehr  angenehm,  dass  auch  beim  Schwanken  des  Auges 
keine  Spur  von  Farbe  sichtbar  wird,  während  alle  Fernrohre  der 
Welt  farbige  Säume  zeigen,  sobald  der  Lichtbüschel  die  Pupille 
nur  theil  weise  trifft,  da  kein  Achromate  ein  unsymmetrisches  Ver- 
decken des  Objectives  erträgt  Dieses  Teleskop  wird  sich  also 
auch  ganz  besonders  zu  Heliometern  eignen. 

Ueberbaupt  ist  die  Tragweite  dieses  neuen  optischen  Prin- 
zipes  noch  nicht  abzusehen,  da  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand 
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von  mechanischer  Arbeit  ganz  vollendete  Bilder  erzielt  werden. 
Diese  stehen  zwar  jetzt  in  der  Helligkeit  bei  gleicher  Oeffniing 
noch  etwas  (VMtel)  gegen  die  Achromaten  zurück.  Allein  sie 
können  dagegen  bei  sehr  kurzen  Längen  eine  ungemein  grosse 
optische  Kraft  erhalten.  Herr  Steinheil  lässt  jetzt  ein  özülliges 
Teleskop  dieser  Art  ausfuhren,  was  nur  33  Zoll  lang  ist,  leicbt 
getragen  und  am  Fenster  benutzt  werden  kann,  und  in  der  Wir- 
kung  einem  Refractor  wenigstens  gleich  kommt,  der  8  Fuss  Brenn- 
weite hat  und  nur  auf  Sternwarten  benutzt  werden  kann.  Bedenkt 
man  überdies*,  dass  diese  Instrumente  bei  gleicher  Leistung  wohl 
nicht  die  Hälfte  im  Vergleich  zu  jetzigen  Achromaten  kosten 
werden  und  dass  sie  diesen  an  Dauerhaftigkeit  nicht  nachstehen, 
da  durch  das  Glas  die  genaue  Gestalt  ftir  alle  Zeiten  erhalten 
wird,  neue  Versilberung  aber  nicht  mehr  Mühe  kostet,  als  das 
Reinigen  des  Ohjectives,  was  auch  jährlich  vorgenommen  werdeo 
muss,  so  scheint  durch  die  Anwendung  der  Silberspiegel  dem 
Freunde  der  Astronomie,  so  wie  dem  Manne  des  Faches,  der 
Gebrauch  mächtiger  Instrumente  nnter  allen  Verhältnissen  ermög- 
licht zu  sein.  Herr  Steinbeil  verspricht  schliesslich,  der  Gasse 
demnächst  ein  katadioptrisches  Mikroskop  vorzulegen,  was  nach 
ähnlichen  Prinzipien  wie  dieses  Teleskop  berechnet  und  con- 
struirt  sei. 

2)  Ebenderselbe  hat  in  Folge  einer  Anregung  des  Herrn  Pro- 
fessor Seidel  und  mit  Genehmigung  des  hohen  Ministeriums  für 
die  mathematisch  -  physikalische  Sammlung  des  Staats  ein  4züHi- 
ges  parallaktisch  montirtes  Fernrohr  anfertigen  lassen,  was  mit 
einem  neuen  Okularphotometer  versehen,  bestimmt  ist,  die  Heilig- 
keitsroessongen  der  Sterne  bis  zur  7.  Grössenklasse  zu  ermög- 
lichen. Dieses  Instrument,  welches  Herr  Steinbeil  der  Classe 
biemit  vorzeigte,  soll  an  Herrn  Professor  Seidel  auf  3  Jahre 
zur  freien  Benutzung  ubergeben  werden,  um  denselben  in  deo 
Stand  zu  setzen,  seine  schonen  und  nützlichen  Arbeiten  in  der 
Photometrie  des  Himmels  auch  auf  kleinere  Sterne  auszudehnen, 
als  das  bisher  benutzte  Instrument  von  Herrn  Steinbeil,  was 
nur  13  Linien  Oeffnung  hat,  gestattete. 

Diesem  Photometer  liegt  die  Idee  zu  Grunde,  je  zwei  Sterne 
durch  Zuziehung  eines  dritten,  der  während  der  zwei  Verglei- 
chungen  seine  Helligkeit  nicht  ändert,  zu  bestimmen.  Hiedurch 
ist  es  möglich  geworden,  ohne  auf  die  Elimination  der  Helligkeit 
des  Grundes  zu  verzichten,  auf  dem  die  beiden  Sterne  erschei- 
nen, den  Apparat  in  eine  blosse  Okularvorrichtung  umzugestalten. 
Diese  lässt  sich  an  jedem  Fernrohre  anbringen,  womit  die  Schwie* 
>keit  entfernt  ist,  die  bisher  bestand,  dass  nämlich  zu  solchen 
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Messungen  ein  dazu  ausschliesslich  bestimmtes  Instrument  erfor- 
derlich war. 

Indessen  gestattet  auch  dieses  Instrument  nicht,  die  kleinsten 
Sterne,  die  es  zeigt,  in  Helligkeit  mit  einander  zu  vergleichen, 
weil  ein  schwacher  Stern  verschwindet,  wenn  er  in  eine  Licht- 
ffäche  ausgedehnt  wird.  Dieser  Nachtheil  trifft  die  Metbode  und 
ist  nicht  zu  entfernen  durch  Benutzung  grosser  Instrumente.  Denn 
auch  bei  diesen  werden  immer  noch  circa  5  Grossenklassen  wei- 
ter sichtbar  sein,  als  verglichen  werden  können.  Die  Messungen 
durch  Lichtflächen  werden  sich  somit  nie  bis  zu  den  kleinsten 
Sternen  ausdehnen  lassen ,  die  nnsere  Instrumente  noch  zeigen. 
Um  die  kleinsten  sichtbaren  Sterne  zu  vergleichen,  rouss  die 
Vergleichung  not I» wendig  im  Bilde  vorgenommen  werden.  Allein 
alle  bisherigen  Versuche  der  Art  haben  zu  keinem  Erfolge  ge- 
führt, und  konnten  es  auch  nicht,  weil  man  immer  darauf  aus- 
ging, dem  heilem  Stern  durch  Verengung  des  Objectives  Licht 
zu  entziehen,  um  ihn  gleich  bell  mit  dem  kleinem  zu  machen. 
Dadurch  aber  wird  das  Beugungsscheibchen  nothwendig  um  so 
grösser,  je  kleiner  die  Objectivoffnung  wird.  In  demselben  Masse 
wird  aber  auch  die  Beleuchtung  des  Scheibchens  matter,  so  dass 
man  einen  matten  Lichtkreis  in  Helligkeit  zu  vergleichen  hätte 
mit  einem  durchmesserlosen  stechenden  Lichtpunkte.  Da  die  bei- 
den Erscheinungen  durchaus  keine  Aehnlichkeit  haben ,  ist  es  klar, 
dass  alles  Urtheil  Aber  gleich  hell  aufbort,  und  dass  sie  auf 
diese  Weise,  die  übrigens  von  Humboldt,  Herschcl,  Ger- 
ling u.  A.  vielfach  angewandt  wurde,  nicht  sicher  zu  vergleichen  sind 

Zwei  Sterne  sind  offenbar  nur  dann  als  gleich  in  Helligkeit 
zu  beurtheilen,  wenn  ihre  Beugungsscheiben  gleich  gross  sind. 
Soll  daher  ein  Vergleichungsstern  hergestellt  werden,  dessen  Ben- 
gungsscheibchen  im  Durchmesser  abnimmt  mit  der  Helligkeit  und 
dieser  proportional,  so  muss  das  Verhaltniss  der  Oeffnung  und 
Brennweite  des  Objectives,  welches  ihn  zeigt,  dasselbe  bleiben, 
wie  hei  dem  Stern,  den  das  Hauptfernrobr  zeigt,  und  die  Vermin- 
derung des  Lichtes  muss  jedes  kleinste  Element  des  Objectives 
treffen.  Denn  auch  auf  diese  Art  würden  aus  beiden  zu  verglei- 
chenden Sternen  gleich  grosse  Lichtflächen  von  gleicher  Grund- 
helligkeit, wenn  man  beide  Ltchtconus  in  gleichem  Abstand  vom 
Bilde  betrachtet,  und  daher  müssen  auch  im  Bilde  selbst  die 
zwei  Sterne  noch  als  gleich  hell  erscheinen. 

Diese  Bedingung  hat  nun  Herr  Steinbeil  erfüllt  durch  An- 
bringung eines  Fernrohres,  was  um  so  mehr  verkleinert,  je  wei- 
ter sein  gegen  den  Vergleichungsstern  gerichtetes  Okular  her- 
ausgezogen wird,  und  es  gibt  die  Verstellung  des  Okulares  das 
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Mass  fär  die  Verminderung  der  Helligkeit.  Auf  diese  Weise  fas- 
sen sich  die  Sterne  im  Bilde  eben  so  sicher  vergleichen,  als 
durch  Lichtscheiben,  weil  man  auch  hier  bei  gleicher  Helligkeit 
der  Flüche»  aber  bei  gleicher  Grosse  derselben  vergleicht,  die 
Vergleichung  somit  auf  dasselbe  Prinzip  zurückgeführt  ist. 

Dieses  neue  Photometer  besteht  bloss  in  einem  eigen«  con- 
struirten  Okular  und  läset  sich  bequem  an  jedem  Fernrohre  ohne 
alle  Abänderung  atmenden,  so  dass  die  Bestimmung  der  kleinen 
Sterne,  die  ihrer  grossen  Anzahl  wegen  viele  Beobachter  fordert, 
die  sich  in  die  Arbeit  theilcn,  von  Jedem  vorgenommen  werden 
kann,  der  im  Besitze  eines  Fernrohres  ist. 

Herr  Steinheil  glaubt  seine  Metbode  der  Bestimmung  der 
Lichtmengeu  der  Sterne  durch  diesen  neuen  Beitrag  wesentlich 
vervollständigt  zu  haben,  da  erst  jetzt  alle  Sterne  vergleichbar 
sind,  und  wird  eine  ausführliche  Beschreibung  des  neuen  Appa- 
rates mit  Abbildung  für  die  Denkschriften  bearbeiten,  da  auch 
seine  erste  Arbeit  über  diesen  Gegenstand:  „Elemente  der  flel- 
ligkeitsmessungen"  in  den  Denkschriften  gedruckt  ist. 


III. 

Telescope  mit  Sil berspicgel n  auf  Glas*). 

München.  In  der  Sitzung  der  mathematisch  physikalischen  C!as$e 
unserer  Akademie  der  Wissenschaften  vom  12.  d.  M.  legte  der  Aka- 
demiker Ministeriairath  v.  St  ein  heil  ein  in  seiner  Werkstatte 
ausgeführtes  Teleskop  mit  Silberspiegeln  auf  Glas  vor,  das  von 
so  überraschender  Wirkung  ist,  dass  dieser  neue  Gegenstand, 
der -eine  grosse  Zukunft  für  die  Instrumental- Astronomie  erwar- 
ten Ifisst,  wohl  in  weiteren  Kreisen  Interesse  erregen  dürfte. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  das  Newton'sche 
Spiegelteleskop  vom  Standpunkt  der  Theorie  aus  ungemeine  Vor- 
züge vor  dem  Fernrohr  besitzt,  weil  seine  Theorie  streng  richtig 
ist,  und  daher  auch  mehr  leisten  muss,  als  die  vollendetste  Diop- 
trik.  Denn  hier  wird  der  Lichtstrahl  nicht  in  seine  Farben  zer- 
legt, wie  bei  der  Durchdringung  der  Glaslinsen.  Es  entstehen 
also  jene  Farbensäurae  der  Bilder  gar  nicht,  deren  Hebung  in  der 
Dioptrik  die  grösste  Schwierigkeit  bildet,  und  die  nie  vollständig 

gelingt,  namentlich  bei  grossen  Refractoren  unvermeidlich  bleibt 


*k  •)  Aue   der  Beilage  iu  Nr.  175.  (24.  Jnni  1858)  der  Allgemeinen 
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Aber  die  Teleskope  hatten  so  grosse  Mängel  anderer  Art  im  Ver- 
gleich zu  den  Refractoren ,  dass  sie  hei  uns  in  Deutschland  (etwa 
mit  Ausnahme  von  Lillenthal)  eigentlich  nie  Eingang  fanden.  Nur 
in  England,  dem  Lande«  wo  sie  erfunden  wurden,  hat  man  sie 
mit  Erfolg  in  der  Wissenschaft  benutzt.  Die  Mängel  der  Spie- 
gelteleskope, die  bisher  alle  Talente  dieser  Sphäre  abschreckten, 
ihre  Kräfte  der  Verbesserung  dieser  Instrumente  zu  widmen,  und 
sie  veranlassten,  sich  der  Dioptrik  zuzuwenden,  sind  nun  haupt- 
sächlich folgende:  1)  betrogt  der  Lichtverlust  bei  Reflexion  von 
MetaHspiegeln  33  Procent  und  mehr,  so  dass  ein  Teleskop,  das 
zweimalige  Reflexion  des  Lichts  fordert,  55  Procent  des  einfal- 
lenden Lichts  absorbirt,  und  also  fast  doppelt  so  grossen  Durch- 
messer als  ein  Fernrohr  nöthig  hat,  um  gleichviel  zu  leisten. 
2)  Ein  noch  schlimmerer  Uebelstand  hei  den  Spiegelteleskopen 
ist  ihre  geringe  Dauerhaftigkeit.  Sehr  bald  laufen  die  Spiegel 
durch  Einwirkung  von  Gasarten  an,  und*  ein  Aufpoliren,  um  sie 
zu  reinigen,  hat  in  der  Regel  den  Untergang  der  genauen  Gestalt 
des  Spiegels  und  damit  seiner  Leistung  zur  Folge.  Ausserdem 
aber  zeigen  3)  die  Spiegelteleskope  nie  so  scharf  als  die  Refrac- 
toren, weil  die  sphärische  Abweichung  des  Spiegels  hier  nicht 
so,  wie  bei  den  Fernrohren  vernichtet  werden  kann. 

Das  vorgezeigte  St  ein  heil' sehe  Teleskop  ist  nun  frei  von 
diesen  Mängeln.  Eine  dem  Anschein  nach  unbedeutende  chemische 
Erfindung  hat  die  Entfernung  aller  Mängel  des  Teleskops  ermög- 
licht, und  ist  also  von  unberechenbarem  Nutzen  für  Optik  und 
Astronomie.  Liebig's  Versilberung  polirter  Glasflächen,  nach 
einer  neuen,  bi*  dahin  noch  nicht  veröffentlichten  Methode,  ist 
nämlich  so  Oberaus  gleichmäßig  und  dünn,  dass  die  Metallseite 
der  Versilberung  eine  vollkommene  Aequidistante  der  Glasfläche 
bildet  und  durch  blosses  Abreiben  mit  weichem  Leder  zum  hoch- 
potirten  Spiegel  wird.  Dabei  haftet  diese  höchst  dünne  Silber* 
schiebt  so  fest  an  dein  Glas,  dass  der  Spiegel  selbst  hoheu 
Temperaturen  ausgesetzt  werden  kann,  ohne  sich  wie  die  bishe- 
rigen ähnlichen  Versilberungen  abzulösen.  Nach  Messungen  von 
Steinheil  ist  der  Lieh  U  erlöst  dieser  Silberspiegel  unter  45°  nur 
9  Proc.  (S.  Astron.  Nachr.  Nr.  1138.)  Er  betragt  also  hei  zwei- 
maliger Reflexion  nur  17  Proc,  während  ein  Frauen  ho  fer'sches 
Objectiv  23  Proc.  Lichtverlust  hat.  Teleskope  mit  Silberspiegeiii 
stehen  sonach  den  Fernrohren  gleicher  Oeffnung  in  Helligkeit 
nicht  nach.  Nun  hat  aber  Steinbeil  auch  Mittel  gefunden,  die 
sphärische  Abweichung  der  Spiegel  durch  ein  kleines  negatives 
Objectiv,  das  einen  Theil  des  Oculars  bildet,  in  aller  Strenge, 
wie  bei  den  Refractoren,  aufzubeben,  so  dass  die  Deutlichkeit 
des  neuen  Spiegelteleskops  selbst  die  der  besten  Fernrohre  über- 
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trifft,  weil  keine  Spar  von  farbigen  Säumen  an  den  Bildern  sicht- 
bar wird.  Die  mit  einer  Silberschiebt  von  der  Dicke  eine« 
Dreissigtausendstels  einer  Linie  belegte,  genau  sphärisch  polirte 
Glasfläche  des  Spiegels  bleibt  sonach  stets  geschlitzt  durch  die 
Silberschicht.  Selbst  wenn  diese  mit  der  Zeit  anläuft  und  durch 
Abreiben  mit  Leder  wieder  rein  gemacht  werden  muss ,  bleibt  die 
Glasfläche  unberührt,  und  damit  die  genaue  Gestalt  erhalten.  Ja, 
wenn  selbst  mit  der  Zeit  die  Versilbernng  des  Spiegels  erneuert 
werden  muss,  so  ist  dazu  nicht  mehr  Mühe  und  Vorsicht  erfor- 
derlich, als  jetzt  beim  Reinigen  der  Objective.  Diese  Teleskope 
sind  also  wenigstens  eben  so  dauerhaft  als  Refractoren.  Sie  bie- 
ten aber  noch  andere  wesentliche  Vortheile.  Es  kann  nämlich 
die  Oeffoung  im  Verhältniss  zur  Brennweite  viel  grösser  als  bei 
Fernrohren  gemacht  werden.  Das  vorgelegte  Teleskop  bat  3  Zoll 
Oeffnung  und  18  Zoll  Brennweite,  während  es  in  der  Leistung 
einem  dreizölligen  Fernrohr  von  42  Zoll  Brennwette  sehr  nahe 
gleichkommt.  Ein  sechszolliees  Teleskop  bekommt  nur  33  Zoll 
Länge,  und  bleibt  somit  leicht  transportabel  und  am  Fenster  be- 
nutzbar, während  die  Anwendung  eines  secbszölligen  Refractors 
gleicher  Leistung  eine  Sternwarte  erfordert. 

Endlich  ist  die  Herstellung  dieser  Teleskope  einfach  im  Ver- 
hältniss zu  der  der  Refractoreo,  und  ganz  unabhängig  von  homo- 
genem wellenfreien  Glas,  so  dass  die  Preise,  im* Vergleich  mit 
denen  der  Refractoren  von  gleicher  Leistung  von  Merz,  kaum 
ein  Viertel  betragen  werden.  Diese  Vortheile  sind  so  erheblich, 
dass  wir  hoffen  dürfen,  die  Silberspiegel  •  Teleskope  bald  einge- 
führt zu  sehen.  Sie  scheinen  nicht  nur  geeignet,  in  der  Wissen- 
schaft Anwendung  zu  finden,  sondern  sie  werden  auch  den  Freund 
der  Astronomie  in  den  Stand  setzen,  die  Wunder  des  Himmels 
sich  ohne  grosse  Opfer  näher  als  bisher  ansehen  zu  können. 


Schreiben  des  Herrn  Dr.  Völler,  Lehrer  an  der  Realschule 
zu  Saalfeld,  an  den  Heransgeber. 

Da  der  im  dritten  Hefte  des  30sten  Theils  Seite  355.  von 
Ihnen  erwähnte  und  zugleich  bewiesene  geometrische  Lehrsatz 
Im  vierten  Hefte  dieses  Theils  Seite  479.  durch  Herrn  Professor 
Dr.  Kon  ig  bereits  eine  andere  Losung  gefunden,  so  erlaube  ieh 
mir,  auf  Ihre  frühere,  noch  nicht  beantwortete  Frage:  „Wie 
lässt  sich  dieser  Satz  einfacher,  etwa  mittelst  des 
ptolemäischen  Lehrsatzes,  beweisen?"  —  folgende  Mit* 
^ theilung  zu  machen: 
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Man  lege  um  da«  Dreieck  abc  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  einen  Kreis, 
ziehe  eine  beliebige  Linie  cd,  verlängere  dieselbe  bis  zur  Peri- 
pherie und  verbinde  dann  noch  die  Punkte  a  und  6  mit  /,  so  ist 
nach  dem  ptolemäiscben  Lehrsatze: 

ac.bf+bc.af=ab.cf.  (1) 
Da  aber  &adfco&bcd  und  &acdco&bdf,  so  verhält  sich: 

* 

af:äd  =  bc:cd 


und  g 

bf:bd  =  ac:cd. 

Mithin  ist 


-     bc.ad      ,  _  ac.bd 

af — cd  •  bf=  ~cd  ■ 

Snbsütairt  man  diese  Werthe,  so  rouss  No.  (1)  in 

ac*.bd      bc2.ad       ,  . 

-53-  +  -sr=-»-* 

Ä.  i.  in 

ac« .  6c/  +  6c* .  ad = 06 .  c/.  cd  (2) 
fibergeben.   Aus  leicht  zu  begreifenden  Gründen  ist  indess : 

ef.  cd  =  cd*  +  cd .  d/\ 

also 

ac*.bd  +  6c*. od  =  ab.(ctP  +  cd.df), 

oder 

at*.bd+bc*.ad—ccP.ab=zab.cd.  df. 
Es  ist  aber  nun: 

cd.df  —  od.db, 
weil  &a<tfcv  &bdc.   Folglich  ist: 

ac*.6d  +  6cf.ad  —  cd*.ab  =  ab.ad.bd,  (3) 
w.  z.  b.  w.  *) 


")  Ich  danke  dem  Herrn  Verfasser  sehr  für  diese  Mittheilung,  da 
er  meine  Yermuthtinp ,  dass  der  Sats  »ich  am  besten  mittelst  des  Pto- 
lemäiscben Satzes  müsse  beweinen  lassen,  sehr  sehen  bestätigt.  G. 
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Von  dem  Heraua  gebar. 
Aufgabe. 

Ein  rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  zu  bestimmen, 
dessen  Seiten  in  stetiger  Proportion  stehen,  und  wo- 
rin eine  Seite  die  gegebene  Grosse  a  hat. 

Die  drei  Seiten  des  zu  bestimmenden  Dreiecks  seien  x,  y,  u 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  soll  die  eine  Seite  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  sein.  Wir  wol- 
len annehmen,  dass  dies  die  Seite  y  sei und  demzufolge 

1)    .......     x  i  y  —  y  i  x 

setzen.    Da  wir  diese  Proportion  auch  unter  der  Form 

z:y=:y:x 

schreiben  können,  so  ist  es  offenbar  gleichgültig,  welche  von  den 
beiden  Seiten  x,  i  als  die  kleinere  und  welche  als  die  grossere 
angenommen  wird;  denn  einander  gleich  können  beide  als  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar  nicht  sein,  weil  dann  ver- 
möge obiger  Proportion  augenscheinlich  ar=y=z  sein  mfisste,  das 
Dreieck  folglich  gleichseitig  sein  wörde.  Wir  wollen  daher  grös- 
serer Bestimmtheit  wegen  von  jetzt  an  voraussetzen,  dass  von 
den  beiden  Seiten  x,  t  die  erstere  die  grossere  sei.  Dann  liefert 
uns  der  pythagoreische  Lehrsatz  die  Gleichung 

also  nach  1)  die  Gleichung 
3)  x*±t* 


Nun  soll  eine  der  drei  Seiten  die  Grosse  a  haben.  Es  kann 
also  x  =  a  oder  y  =  «  oder  x  =  a  gesetzt  werden. 

I.   Setzen  wir  x  =  a,  so  wird  vorstehende  Gleichung  3): 

4)  .  .   .   .    a*±i*  =  *zt   t«T«  =  Ta«; 

woraus 

-in* 


(*  T  4«)a 


folgt.   Also  sind  bloss  die  unteren  Zeichen  zulassig,  folglich 
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zu  setzen,  wo  offenbar,  weil  z.  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  nur 
die  oberen  Zeichen  zulässig  sind,  and  daher 

*  =  1«(V5-1), 
folglich,  weil  yf  =  a?z  =  az  ist, 

gesetzt  werden  muss.   Wir  haben  daher  die  Auflösung: 

rr  =  a,   y  =  a^~ — ,  z  =  ia(V5— 1); 

die  den  Gleichungen 

x~a,   ccj  —  y1,   .r9  — z*  =  #* 

entspricht. 

11.   Setzen  wir  z  =  a,  so  wird  die  Gleichung  3) : 
5)   .    .    .   .   xt±äl=:ax,   x*  —  aar  =  T  a9; 
woraus 

folgt,  also  wieder  bloss  die  unteren  Zeichen  zulÄssig  sind.  Folg. 
lieh  ist 

ar  —  ia  =  +  i«V5, 

also 

*  =  ;«i(l±V5), 

worin  man  bloss  das  obere  Zeichen  .nehmen  kann,  weil  sonst  x 
negativ  werden  würde,  und  daher 

4  " 

Ä  =  i«(V5+l) 

«etzen  muss.  Wir  haben  daher,  weil  y9  =  arz  =  aa?  ist,  folgende 
Auflösung: 

*  =  ia(V5+l),  y  =  a\^^,  t=2„t 
welche  den  Gleichungen: 

a?9— *9  =  y9,   arz  =  iy*,   z  =  « 

estspHcht 


III.  Setzen  wir  y  =  a,  «o  wird  die  Gleichung  3),  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  *2=y*=sa*: 

6)  *«±2*sBa«,  xx  =  a*. 

Aus  diesen  Gleichungen  Wörde  folgen  r 

folglich  für  das  obere  Zeichen: 

(*_-z)*=  -a*, 

was  ungereimt  ist.  Also  ist  bloss  das  untere  Zeichen  zulässig,  und 
daher  zu  setzen: 

a:*  —  zf  =  a* ,   xx  =  a*. 

Also  ist 


■  ■ 


a* 

—     =  a*,  x4  —  a*x*  =  o4 ; 

folglich 

(**  —  =  ja4, 


folgt,  und  daher  offenbar  bloss  das  obere  Zeichen  zulässig 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass  x  positiv  sein  maus,  ist  also 


x 


folglich 


na  Q  4/"  V6—  1 


Wir  haben  daher  folgende  Auflösung: 

*  =  «\— e=a,  x=a\— ^ . 
welche  den  Gleichungen 


Wir  haben  also,  wenn  von  den  drei  Seilen  ar,  jf,  *  die  zweite 
«  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  *,  z 
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bezeichnen,  tm<t  von  diesen  letzteren  *  die  grossere  sein  soll, 
die  drei  folgenden  Auflösungen : 

II.  *  =  ia(V5  +  l),  y  =  0y  ™-,  r  =  a; 

* 

»eiche  den  Gleichungen: 

I*.   x=at  xz=zy*,  2*  =  y»  oder  e*+2*  =  **; 

II*,   x*  —    =  y*  oder      +  z*ä ar*,   xzz=y*,   x  =  a; 
III*.   *»-2*  =  y*  oder  y«  +  2»=**,   y  =  a,  xz=y* 

entsprechen. 

Durch  eine  einfache  Probe  ,  kann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  vorstehenden  Resultate  fiberzeugen.  Die  Hypotenuse  ist 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  immer  x,  was  sich  auch  von 
selbst  versteht,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offen- 
bar x  die  grosste  von  allen  drei  Seiten  sein  muss. 

£ur  Construction  von  I.  dient  die  Gleichung 
«*  —  x2=ax,   o*=2(x  +  a); 
also  die  Proportion: 

und  die  Construction  ist  aus  Tat  VI.  Fig.  5.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  11.  dient  die  Gleichung 

ax  \-a%=LX%,   a*=x(x — «); 
also  die  Proportion: 

x\az=.a.x  —  a, 

und  die  Construction  ist  aas  Taf.  VI.  Fig.  6.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  voo  III.  dienen  die  Gleichungen 

X*  —  2*  =  (jy  —  x)(dT+2)=2  O*,     JT2  =  «a 

■ 

oder '  die  Proportionen : 

x  —  z:a  —  a:x  +  z,  x:a=za:z; 
deren  man  sieb  auf  folgende  Art  bedienen  kann. 
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lieber  einer  beliebigen  Geraden  AB  (Taf.  VI.  Fig. 7.)  als  Durch- 
messer beschreibe  man  um  den  Mittelpunkt  C  einen  Kreis  ,  errichte 
auf  AB  in  B  ein  Perpendikel  BD=AB  und  ziehe  durch  Cond 
D  eine  den  Kreis  in  E  und  F  schneidende  Gerade.  Hierauf  be- 
schreibe man  über  Hl)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  trage  in 
denselben  von  D  -aus  DE  als  Sehne  ein,  so  dass  DG=DE  wird, 
und  ziehe  BGt  so  erhält  man  das  rechtwinklige  Dreieck  BDG. 
Nun  schneide  man  auf  BG  von  B  aus  BG'  =  a  ab  und  ziehe 
G'D  mit  GD  parallel,  so  ist  BG'D1  das  verlangte  Dreieck. 

Denn  es  ist 

BD* = DE .  FD  =  DG.(DG  +  BD) , 

also 


\DGJ  —  1  +  DG ' 


und  ferner  nach  der  Construction 

BD     BD'  /BD'V     ,  Biy 


»'      ,      /BD'y     t  BD' 


DG"  DG" 
oder 

BD'*=D'G'*  +  DG'.  BD*,  BD1*—  DG'*=D'G' .  Äl^. 

Nun  ist  aber  nach  der  Construction 

BD'*—D'G'*  =  BG'*  =  u*t  also  D'G' .  BD'  = 

Setzen  wir  also 

BD  =x,   D  G'  =  i,   BG'  =  a; 

so  genfigt  das  rechtwinklige  Dreieck  BG'D'  offenbar  den  Bedin- 
gungen 

und  ist  also  das  gesuchte. 


Bemerkungen  über  einen  geometrischen  Elenientarsatz,  über 
die  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  und  eine 
Aufgabe  aus  der  Lehre  vom  Gröbsten  und  Kleinsten 

Von  dem  Herausgeber. 
I. 

* 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Mathematiqties.  Tome 
XVI.  Mars  1867.  p.  125.  bat  Herr  E.  A.  Gouzy  au  Lausanoc 

4 
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rite  folgende  beachtenswerte  und  Aufnahme  in  die  Elemente  ver- 
dienende Consrruction  der  initiieren  Proportionallinie  zwischen  zwei 
gegebenen  Linien  mitgetheilt,  welche  bloss  den  Gebrauch  des 
Lineals  und  Zirkels,  nicht  auch,  wie  die  gewöhnlichen  Construc«. 
tinnen,  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  in  Anspruch  nimmt.  Ob 
diese  Construction  sonst  schon  bekannt  ist,  weiss  ich  nicht;  mir 
war  sie  unbekannt,  und  ftlr  die  Leser,  welche  sich  in  gleichem 
Falle  mit  mir  belinden,  theile  ich  sie  hier  mit. 

i 

• 

Die  beiden  gegebenen  Linien  seien  a  nnd  6,  and  a  sei  die 
grössere.  Auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  JffN  (Taf.  VI.  Fig.  8.) 
trage  man  AB  —  b  auf,  und  mache  AC=u  und  BDzsza.  Hier- 
auf beschreibe  man  mit  der  Zirkelöffnung  «  ans  C  und  D  als 
Mittelpunkten  zwei  sich  in  E  schneidende  Kreisbogen ,  und  ziehe 
EA  oder  EBf  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionallinie  zwischen  a  nnd  6. 

Der  von  Herrn  G  o  u  z  y  nicht  gegebene  Beweis  ist  sehr  leicht 
zu  fuhren.  Man  denke  sich  EC  und  EI)  gezogen  und  von  E  auf 
AB  das  Perpendikel  EF  gefeilt,  welches  AB  in  F  halbiren  wird, 
so  dass  AF=  BF=  46  ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  vom 
Dreieck  ist  nun 

DE*=ÄE*  +TTAi*  +  2.TJÄ.A*\ 
also  nach  der  Construction  offenbar: 

o»  s  AE*  +  (a  -  6)»  +  2  (a — b) .  J  6 
=  ZE*+(a— &)•+(«— 6)6, 

folglich  nach  gehöriger  Entwicklung  auf  der  rechten  Seite: 

««=>i£«  +  a*-a6, 
woraus  auf  der  Stelle 

IE*— ab  oder  a:AE=ÄE:b 
folgt,  wie  verlangt  wurde. 


Die  von  Lagrange*)  gegebene  Metbode  zur  Auflösung  der 
vollständigen  biquadratischen  Gleichungen,  in  denen  das  zweite 

*)  NouTdioi  Mlmoirea  de  Berlin.   T.  II. 
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Glied  nicht  fehlt,  scheint  nicht  so  bekannt  zu  sein,  wie  sie  ver- 
dient; ich  will  dieselbe  daher  in  Folgenden  kurz  mittbeilen ,  wenn 
die  Methode  auch  nur  als  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten 
alten  Methode  von  Ferrari  zu  betrachten  ist. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei 

x* + <lt»  +  bx* + ex  +  d = 0. 

Man  bringe  dieselbe  auf  die  Form 

x*  +  a x9 = — b x% — c x — d , 

und  addire,  indem  ju  eine  neue  unbekannte  Grösse  bezeichnet, 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse 

(2»  +  ia«)ora  +  a«jr  +  tt2; 

so  erhält  man  links  die  Grösse 

x*  +  a  x* + (2«  +  Ja«)  x*  +  a  ux  +  tf» 
=     +  a*»  +  JaV  +  2(*»-|-  iax)n  +  ii« 
=     +  ia*)1  +  2(x*  +  iex)  ti + **, 
also  das  vollkommene  Quadrat 

und  rechts  die  Grosse 

-o*»-**— «f  +  (2«+ +  amx  +  «* 
«  (2n  +  in«- 6) *•+ (<m-c)*  +  «*- <f\ 
Jede  Grosse  von  der  Form 

ax*  +  ßx  +  y 

ist  nun  immer  dann  ein  vollkommenes  Quadrat,  wenn 

ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 

+  /Ja:  +  y  =  (xV«  -f  Vy)* 

ist 

Bestimmt  man  also  u  aus  der  Gleichung 

au-c  =  2V2«+la*-6.VrP^2, 

- 

so  ist  die  Grösse,  welche  man  ohen  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichen,  erhielt,  das  vollständige  Quadrat 
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(x  Vfti'+'ia1— 6  +  y/lF-d)*. 

•    "  *         *j  .  *  . 

and  man  bat  daher  zur  Bestimmung  von  x  nach  dem  Obigen  die 
Gleichung: 

welche  auf  die  quadratische  Doppelgleichung 

**  +  lax  +  «=±f>  V  2w  +  lof — 6  f  V  Ii« - d) 

oder 

fuhrt,  aus  welcher  die  Werthe  voo  x  auf  bekannte  Weise  be- 
stimmt werden  könneu. 

4 

Die  Gleichung,  aus  welcher  nach  dem  Obigen  u  bestimmt 
werden  rauss,  führt  zu  der  Gleichung 

(a«-c)»  =  4(2«  +  4a«- 6)  («»-<*), 

und  wird  nach  gehöriger  Entwicklung  leicht  auf  die  Form 

„•  _  1^  +  l(ac -4d)*- 2 1  (a*— 4Ä)d + «» }  s  0 

gebracht,  ist  also  vom  dritten  Grade. 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Bestimmung  von  x  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  des  dritten  und  zweiten  Grades: 

«»- i6u«  +  i(ac-4d)n- 1  { (a*-U)d+c*\  =0, 

*•  +  G«  TV2«  +  i««— 6)*  +  ii  T  Vtt«^a  =  0; 

in  denen  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten 
Grades 

**  +  aar»  +  bx*  +  c x  +   = 0 , 
in  welcher  das  zweite  Glied  nicht  fehlt,  enthalten  ist. 


■  II. 

A  u  f  g  a  b  e. 

Drei  Grossen  ar»  y,  x,  deren  Summe  die  gegebene 
Grosse  s  ist,  sind  durch  Messung  bestimmt  worden*), 


*)  Etwa  die  drei  Winkel  einet  ebenen  Dreiecke  mit  dem  Theodoliten. 


■ 


Digitized  by  Google 


480 


und  man  habe  dadurch  für  diese  drei  Grossen  respec- 
tive  die  Werthe  a,  b,  e  erhalten.  Da  diese  Werth©  mit 
Beobachtungsfehlern  behaftet  sind»  und  ihre  Summe 
also  im  Allgemeinen  nicht  genau  *  ist,  so  soll  man  die- 
selben so  verbessern,  dass  die  verbesserten  Werthe 
genau  die  Summe  s  geben,  und  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Verbesserungen  ein  Minimum  ist. 

* 

Auflösung. 

Die  gesuchten  Verbesserungen  seien  xx ,  y, ,  zt$  so  sind  die 
verbesserten  Werthe  a  +  xl9  o-f-y,,  also  nach  den  Be- 

dingungen der  Aufgabe 

(fl+*i)4-(6+yi)  +  (*+*i)  =  * 

oder 

Die  Summe 

soll  ein  Minimum  werden.    Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

z,  =  «— (a  +  b  +  c)  —  xx  -  jft 

also: 

11=2*,* +2y,»  -f  -  21  j  -  (a+6+c)|  (x,  +  |,-<rt+o+c)l«. 
Hieraus  ergiebt  sieb: 

g-  =  4*l  +  2y1-2l,-(o+6  +  «)|, 

1 

^-  =      +  2jt,  -2|f-(a  +  b  +  c)| ; 

■ 

also  wegen  der  bekannten  gemeinschaftlichen  Bedingungen  des 
Maximums  and  Minimums: 

+  9 1  —  t 9  —    + b  +  *>  t Ä  °» 
2yl+*1-|j-<a+6  +  c))  =  0, 

woraus  man  sogleich: 
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a^-U-fc  +  o  +  Ol-O, 
3y,-U-(«i  +  0+O)=O; 
also,  indem  man  zugleich  beachtet,  dass  nach  dem  Obigen 

*i       —  (a  +  ©  +  0  — yx 

ist» 

=  SU—  («  +  A  +  c)l,- 

erhält. 

Um  zu  prüfen,  ob  wirklich  ein  Minimum  Statt  findet,  muss 
man  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  u  entwickeln, 
wodurch  mao  erhält: 

a    —     a  ***** 

Also  ist,  unabhängig  von  bestimmten  Werthen  von  jtk  und  yi9 
folglich  auch  für  die  obigen  Werthe  dieser  Grossen  : 

EftJ  -SJT»  ^=4-16=-12' 

diese  Grösse  also  negativ,  und  die  Differentialquotienten 

sind  beide  positiv,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Bedingungen 
des  Minimums  vollständig  erfüllt  sind. 


lieber  die  Inhaltsbestimmung  einer  gewissen  Klasse  von 

Körpern. 

Von  dein  Herautgeber. 

In  den  Probleme«  pour  les  arpenteurs..  Traduit  de 
ritalien.  Paris.  1803.  hat  Mascheroni  Inhaltsbestimmungen 
gewisser  Körper  ohne  Beweis  mitgetheilt,  welche  nicht  so  bekannt 
zu  seio  scheinen,  wie  sie  verdienen.  Der  französische  Ueber- 
setzer  sagt  in  der  Vorrede  von  denselben:  „Eutin,  le  ciuquieme 
livre,  apres  quelques  propositions  simples,  en-renferme  quelques 
autres  plus  difficiles,  dont  les  denionstrations  pourraient  etre 
longues  et  penibles,  si  Ton  s'en  tenait  uux  principes  de  la  Geo- 
metrie ordinaires,  mais  se  trouveront  facilement  au  moyen  des 
formules  que  fournit  le  calcul  integral  pour  la  cubature  des  soli-  ' 

Thell  XXXI.  32 
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des."  In  der  That  bedarf  man  aber  der  allgemeinen  Cobatar- 
Formeln  der  Integralrechnung  nicht,  um  zu  den  betreffenden 
Sätzen  zu  gelangen,  sondern  reicht  mit  einigen  leichten  elemen- 
taren Grärtzenbetrachtungen  vollkommen  aus,  welche  ich  io  die- 
sem Aufsätze  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementur-Unter- 
richts,  in  welchen  die  im  Folgenden  entwickelten,  auch  praktisch 
wichtigen  Formeln  aufgenommen  zu  werden  verdienen,  roittbei- 
len  werde. 

In  Taf.  VI.  Fig.  9.  sei  ABCA'B'C  ein  Korper,  welcher  ron 
den  beiden  parallelen  ebenen  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  als 
Grundflächen,  den  beiden  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und 
ACA'C,  und  der  windschiefen  Seitenfläche  BCB  C  >  welche 
entstanden  gedacht  wird  durch  Bewegung  einer  Geraden,  die 
parallel  mit  den  beiden  einander  parallelen  Grundflächen  foitwäh- 
rend  auf  den  beiden  Geraden  BB'  und  CC  hingleitet,  so  dass 
also  diese  windschiefe .  Seitenfläche  von  jeder  den  beiden  Grund- 
flächen parallelen  Ebene  in  einer  den  Grundflächen  parallelen 
Geraden  geschnitten  wird,  eingeschlossen  wird.  Die  Entfernung 
der  beiden  parallelen  Grundflächen  von  einander  soll  die  Höhe 
des  Körpers  ABCA'B'C  genannt  und  durch  h  bezeichnet  werden. 

Um  den  Inhalt  J  dieses  Korpers  zu  bestimmen  erinnern  wir 
uns  zuerst  an  den  folgenden  Satz  *) :  Wenn  in  dem  Trapczio 
ABCD  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD 
die  Linie  EF  parallel  gezogen  ist,  so  ist  immer: 

EF=AB.™+CD.£. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Höhe  des  Körpers  ABCA'B'C 
(Taf.  VI.  Fig.  9.),  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grund- 
flächen ABC  und  A'B'C  sich  wie  m:m'  verhalten  mögen,  den- 
ken wir  uns  eine  den  beiden  parallelen  Grundflächen  parallele 
Ebene  gelegt,  welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  den 
in  Rede  stehenden  Körper  in,  einem  Dreieck  schneidet,  dessen 
in  den  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und  ACA'C  liegeude  Sei- 
ten nach  dem  vorhergehenden  Satze  vom  Trapezio  offenbar 

w-fm  m  +  m'  m  +  m'  '  «lfm' 

oder 

» 

m.A'Bf  +  m'.AB      ,  m.A'C  +  m'.AC 

 rri/   und   r— — 7  


»■ 1 


•)  Thell  XXX.  S.  4«0.  Note. 
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sind.  Also  ist,  nenn  wir  den  Winkel  BAC  oder  BA'Cl  durch 
^bezeichnen,  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks  offenbar: 

,  m.A'B*  +  m'.AB  m.A'C+m'.AC  .  A 
•*         m  +  ni'         '        ~m  +  m'  sm^ 

Theilen  wir  nun  die  Hohe  h  unsers  Körpers  in  n  gleiche 
Theile,  wo  «  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  erhellet  mittelst 
einer  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  im 
Folgenden  die  Grünze  sich  auf  ein  in's  Unendliche  wachsendes 
n  bezieht,  der  Inhalt  J  auf  folgende  Art  ausgedrückt  werden  kann: 


h\  Q.A'B'+{n- 

-i)).AB  O.^'C'-Kh- 

•0).AC 

n  1  n 

• 

n 

t  l  .A'B'±(n 

+  71 

• 

-l).AB  l.A'C  +  (n- 

n 

l).AC 

I.A'B'  +  (n- 
n 

~2)  .AB  V.A'&  +  (n- 

n 

2).AC 

Z.A'B'  +  {n-Z).AB  3.A'C  +  (n- 
'               »  n 

-Z).AC 

U.  8.  W. 

{n  —  l).A'B'  +(n  —  (n-l)).AB 
+  n 

(n-l).A'C+(H-(n-i)).AC 
^  n 

Alle  Glieder  zwischen  den  Klammern  in  diesem  Ausdrucke  sind 
von  der  Form: 

ka'  +  (n-k)a  W -{^  —  k)b 

 •  —  » 

n  n 

also  von  der  Form: 

~  \  Pa'b'  +  lt  (ii  -  k)  (ab'  +  6«')  +  (»  -  *)* ub  \ ; 

ww 

folglich  lÄt  offenbar: 

[l»  +  2»  +  y+....-fC«-l),l.^'Ä'.^'C'/  \ 
1  +  r  n(I+2  +  3+....  +  (n-l))  J 

J=;/iain^Lim.~  {    L  +       .  .  +  J[ 

X(AB.A'C'  +  AC.A'B')  l 

r[l*  +  2*  +  3*+.  ..+n*).Ati.AC  i 
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Nun  ist  aber: 


Lim . ~  [l*  +  2*  +  3*+ ...  H  (»- 1)*]  =  Lim . ("-  — } 


=  Lim.'(l~,!)(2-i)=5, 


Lira.- [n(1 +2  +  3  +  . ...  +  («-!)) -(l*  +  2»  +  3«  +  . ...  +  («-!)*)] 


—  Lim . 


«3  L  2~          ^  J 


=  Lim[i(l-i)-m-i)(2-i)]=:i-i  =  i. 
Lim  ijP+2«+3«+....  +  w»]  =  Lim.,^^ti) 

=  Lim.;(l;+^)(2  +  i)  =  i; 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

J^lhninAti.A'B'.A'C'  +  UAB.A'C'  +  AC.A'B^  +  l.AB.ACl 
oder  , 

J  =  \hmA\AB.AC+  \{AB.A'C  +  46\  A'B')  \  A K  A'C'U 


J=z\h*mA\AB.{AC+\A'C)  +  A'B'.{A,C'+\AC)], 


welche  Formel  man  auch  noch  auf  verschiedene  andere  Arten 
ausdrucken  kann. 

Wenn  in  Taf.VI.Fig.il.  der  Körper  ABCDA'B'C'D'  von 
den  zwei  parallelen  ebenen  Vierecken  Aß  CD  und  A'B' CD*  al« 
Grundflächen,  und  den  vier  ebenen  Seitenflächen  AB  A'B1,  BCB'C, 
CDC'D1,  DAD'A'  begrSnzt  wird;  so  kann  man  »ich  vorstellen, 
dass  eine  Gerade  parallel  mit  den  beiden  Grundflächen  sich  so 
bewege,  dass  sie  immer  auf  den  beiden  Geraden  BB*  und  Dl¥ 
hingleitet,  wodurch  eine  durch  diese  beiden  Geraden  gehende 
windschiefe  Fliehe  entsteht,  welche  den  Körper  ABCDA4  fi'C'D4 
in  zwei  Körper  von  der  vorher  betrachteten  Art  theilt  Bezeich- 
nen wir  also  den  Inhalt  des  Körpers  ABCDA'B'C'D1  durch  J 
und  die  Entfernung  seiner  beiden  parallelen  Grundflächen  von 
ander  durch  h,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 
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J^MmA\AB.(AD^lA'D')+A4B'.(A4D4^tAD)\ 
+  lh&mC\ BC.(CD  +  \C'D')  +  B'C'.iC'D'  -f  \CD)\. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Körper  AB  CDA' Fl' CD1  betrachten, 
welcher  ganz  dieselben  Eigenschaften'  hat,  wie  der  vorher  eben 
so  bezeichnete  Körper,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  da««  die 
Seitenfläche  CDC'D4  keine  Ebene,  sondern  eine  windschiefe  Fläche 
ist,  welche  durch  eine  sich  stets  parallel  mit  den  beiden  Grund- 
flächen ABCD  und  A4B4C4D4  bewegende  und  dabei  immer  auf 
den  beiden  Geraden  CC4  und  DD4  hingleitende  Gerade  erzeugt 
worden  ist. 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Höbe  dieses 
Körpers,  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grundflächen  ABCD 
und  A'B'C'D1  sich  zu  einander  wie  mim'  verhalten  mögen,  eine 
den  beiden  Grundflächen  parallele  Ebene  legen,  so  sind  deren 
Durchschnittslinicu  mit  den  Seitenflächen  „  , 

»  ■  ■ 

ADA'D*t   ABA'B' ,  BCB'C 

nach  dem  Obigen  respective: 

m.A4D4  +  m4.AD     m.A'B4  +  m4.AB     m.B'C  +  m' .BC . 
m+ro'         '  m+ro'         '  m+ro' 

und  bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Winkel  DAB  und  ABC  oder 
DiA4B4  und  A4B'C4  respective"  durch  A  und  B,  so  ist  nach  einer 
sehr  bekannten  Formel  der  Inhalt  des  Vierecks,  in  welchem  un- 
ser Körper  von  der  in  Rede  stehenden,  den  beiden  Grundilaehen 
parallelen  Ebene  geschnitten  wird: 

,  m.A4D>+m4.AD  m.A4Bf\m4.AB 

* "         m~\m'  ro  +  ro'        ' 8,n  A 

B  .  m.A4B4+m4.AB  m.B4C'+m4.BC  .  „ 
+  •   S+S  m~^m~'  BmB 

,  m. A4D'+  m'.AD  m.BtC'  \m4.BC  . 
- • '  ^+m<  m"+^          "n W  +  *> 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Inhalt  unsere  Körpers  wieder  durch 
J  und  theilen  die  Höhe  Ä  in  w  gleiche  Theile,  so  ist  offenbar: 


*)  Dteac  Formel  Insst  «ich  etwa  auf  folgende  Art  beweisen.  In  dem 
Viereck  ABCD  (Taf.  II.  Fig.  12.)  falle  man  von  C  und  D  auf  die  ndthi- 
genfalk  gehörig  verlängerte  Seite  AB  die  Perpendikel  CC'  nnd  DD'  % 
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n  f 

- 

+ 
+ 


n 

n 

X.A'IV  +  in 

-l).AD  \.A'B*+{n- 

n 

n 

2.J'Z)'f(n- 

-2).  AD  2.4'2?'+(n- 

-2) .  AB 

n 

n 

3  .A'&  +  (n 

-3). AD  3.J'Z?'+(*. 

-Z).AB 

U.  8.  W. 

(w  - 1 ) .  A1  D*  +  (n — (w  - 1)) .  AD 


(n  —  1) .  .4'/?'  -f  (w— (n  - 1))  ^  AB 

X  ^ 


+  ; sin B Lira.-  }   -  — —  — ■  ■■■f>f  < 


+ 

-f 


fl  w 
2 .  ^'fl'+(»-*2) . 2 .   'C + (»-2) .  B  C 


t  Z.A'B'+in-tytAB  3.B<C'-(h-Z).BC 


I.  8.  W. 


•  (n-l).A'B'  +  (n-Xn-l)).AB 


(n-\).B'C*  +  (n-~>(n  —  \)).BC  ' 
X  n 


Viereck  4*CZ>  =  ^i^).^  *£M_ADUW 

2  2  2 

(*£.ein  £-1-40. sin  jQ(/I0  —  BC.catB  —  AD.cotA) 

BC*.*\nBco*B     AD*,  nlnA  coi/4 
+  2  +  2  ' 

als«»»  wie  man  auf  der  Stelle  findet,  wenn  man  das  Pvuduct  ia  a>* 
Zähler  dea  ersten  Theils  gehörig  entwickelt: 

Viereck  ABCD  =  i \AD . AB . «in A -f  40 .BC.tAnB  —  AD . 0C.ein (4  +  *) |. 

Bedeuteten  /I  und  0  die  äusseren  Winkel  des  Vierecks,  wie  e«  ht~ 
kunntlifch  eigentlich  in  der  Petygoooroetrie  gewöhnlich  ist,  so  usici 

Viereck  ABCD  =  •  { AD .  AB .  sin A  +  Aß . 0C.  sin0-|  40.  0f .  sin  (4  +  *H 
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-ism(/lf  ^)Lnn.n  j   j  .  . 

l.A'D'+in—D.AD  \.B'C'  +  (n-\).BC 

+  •  ■ —  

T  '  •   "  r 

n  n 

Z.A'D'  +  (n-3).AD  Z.B'C'  +  (n-3).BC 

*      tl  '  ft 

U.  8.  W. 

+    "  •* 

(ii-l).Jg'C'  +  (ii-(it-))).fl6; 
^  n 


i 


woraus  man  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  oben  erhält: 

J=    lk8\nA[AD.Aß  +  \{AD  .A'B'  +  AB.A'Dl)\A'D'.A'Bt\ 
+  \hvM  B\  AB .  BC  +  l(AB.  B'C+BC.  A'B»)  -f  AW . B'C  I 
-  Uein^  +  B)!  AD.BC+\{AD B'C\BC .  A' D')\A'D'.WO\ 

oder 

J  =    l A  sin  ^ M ö .  ( A  B  +  \  A 'B')  +        .  {A'B4  +  J ^ B)  \ 
+ 1 Ä  sin  B ! .  /I /? .  ( BC  +  i  ß'C)  +  /T'/*' .  ( B'O  f  i  #?0  I 
-lksMA  +  B)\BC.(AD  +  i^'tf')  +  B'C'^A'D1  +  J/l/>)}. 
Bedeuteten  ^  und  2?  die   äusseren  Winkel  des  Viereck» 
i  HC/),  so  wäre: 

J=    ikdn  A\AD.(AB  +  IA'B*)  +  A'D'.(A'B'+\AB)\ 

-f  JÄsin  ß M B •        f  i ß'C)  +        .  (Z?'C  +  \BC)  \  ' 

+  lhs\n(A  +  B)\BC.{ADV*A'D')+B'C'.{A'D'+\AD)l 

Natürlich  gilt  diese  Formel  auch  dann  noch,  worin  die  Sei- 
tenfläche CUÖD*  eben  ist. 

In  Taf.  VI  Fig.  J3.  sei  ABCDA'B'C'D'  ein  Körper,  dessen 
Grundfläche  ABA'B'  ein  Trapezitim  mit  den  parallelen  Seiten 
AB  und  A'B'  ist.  Die  Seitenflächen  ABCD,  BCß'C  A'B'C'W, 
ADA'D'  seien  Ebenen,  «eiche  auf  ABA'B1  senkrecht  stehen. 
Dagegen  sei  die  Fläche  CDC'D'  eine  windschiefe  Fläche,  welche 
entstanden  ist,  indem  eine  Gerade  sich  stets  parallel  mit  den 
beiden  parallelen  Seitenflächen  ABCD  und  A'B'C'D' ,  und  dabei 
Immer  auf  den  Geraden  CC'  und  DD'  bewegte.  Will  man  das 
Volumen  ./  dieses  Körpers  mittelst  der  vorher  entwickelten  For- 
mel bestimmen,  so  muss  man  die  parallelen  Ebenen  ABCD  und 
A'B'C'D'  als  Grundflächen  betrachten,  und  in  Folge  der  gemach- 
ten Voraussetzungen  ^4  =  90°,  Zß  =  90°  setzen;  dann  erhält 
man  aus  der  obigen  Formel: 

*  •    *.  *i 

■       •  •  •  •«•#••• 


4 
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öder 


J=    lk\AD.(AB  +  lA'B*)  +  -AtDi.(4Bi  +  iAB)\ 
+  lh ( AB.  (BC+\  B'C)  \  A*B .  (B'C + IBC)  \ , 

J=    ;A .      .  \AD  +  ÄC  +  i A'D* \  \ B'C  \ 
+  \h .  A'B1 .  [  A'D  +  B'C  +  \A D+\BC\. 


■ 


Jzs    T\h.AB.\2.AD  +  2.BC+A'D'+B'C\ 

+  ,\h .  .4' J?' .  { 2 .  A'D*  \>.B'C+AD+BC\. 

also  offenbar: 

J=    HABB'W.AD  +  V.BC+A'D'  +  B'C'i 

+  l\AA'B'.\l2.A'D'  +  V.B,C'  +  AD+BC\, 

welche  Forniel  bekanntlich  in  der  Praxis  hei  Berechnung  des  Erd- 
abtrae« und  Erdauftrags  vielfache  Anwendung  findet 

Wenn  die  Grundflache  AB  A'B'  ein  Parallelogramm  ist,  so 
ist  ±ABB'  =  A  AA'B,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  in 
diesem  Falle  offenbar: 

Wenn  der  Körper  ABCDEA'B'C'D'E'  in  Taf.  VI.  Fig.  14.  von 
den  beiden  parallelen  ebenen  Grundflächen /4£?C/>£  und  A'B'OD'E* 
und  fünf  ebenen  Seitenflächen  eingeschlossen  wird ,  so  kann  man 
«ich  eine  Fläche  denken,  welche  durch  Bewegung  eioer  den  bei- 
den parallelen  Grundflächen  stets  parallel  bleibende  und  immer 
auf  Jen  beiden  Geraden  AA'  und  DD  hingleitende  Gerade  er- 
zeugt wird,  durch  welche  Flache  unser  Körper  in  zwei  Körper 
von  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Beschaffenheit  zerlegt 
wird,  deren  Volumina,  also  auch  das  Volumen  des  ganzen  Kör- 
pers, sich  mittelst  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  bestimmen 
lassen.  Bezeichnen  wir  nämlich  das  Volumen  des  ganzen  Kor- 
pers durch  J  und  seine  Höhe  durch  Ä,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden : 

J=    lh*\»B\AB.(BC+\B'C)  +  A'B'.(B'C+\BC)\ 
+  JA  sin  Cl  BC.  (CD  +  i  CD1)  +  B'C.  (OD'  +  \CD)\ 
+  \h*u\E\ AE.(DE  +  IDE1)  +  A'E'.  (DE' +  \DE)\ 

~lktin{B+C}{CD.(AB+lA'Bi)i-CÜ'.(A'Bi+lAB$. 

wo  B,  C,  E  innere  Winkel  des  Fünfecks  ABCDE  bezeichnen. 

Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter  führen  und  nach  der 
obigen  Methode  mittelst  der  allgemeinen  Formeln  der  Polygon  o- 
metrie  auch  leicht  ganz  allgemeine  Inhaltsbestimmungen  von  Kör- 
pern der  obiscen  Art  erhalten  könnte,  fallt  sogleich  in  die  Augen. 
Es  ist  aber  hier  gar  nicht  meine  Absicht,  diesen  Gegenstand  zu 
erschöpfen,  indem  das  Obige  hauptsächlich  zu  weiteren  und  all- 
gemeineren Untersuchungen  über  denselben  anregen  sollte,  die 
ich  gern  in  das  Archiv  aufnehmen  würde* 


^Chtlgunjr.    In  der  Figur  auf  Taf.  III.  in  diesem  Thcile  raus«  norli 
der   üurcliniett«er  PQ  de* 


Krci«ee  gcxogia  wen! ca. 
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Literarischer  Bericht 


CXXI. 


Am  25sten  März  dieses  Jahres  (1868)  wurde  von  einem  un- 
erwartet schnellen  Tode  betroffen  der  Professor 


Glück,  den  so  früh  der  Wissenschaft  und  den  Seinigen  Entrisse- 
nen, so  wie  seinen  trefflieben  Collegen  Strehlke,  persönlich 
kennen  au  lernen,  und  genussreiche  und  lehrreiche  Stunden  io 
seiner  und  seiner  liebenswürdigen  Gattin  Gesellschaft  zu  verleben. 
Der  Eindruck,  welchen  der  so  überaus  ehren«  erthe  Charakter 
Anger  s  und  seine  ungemein  gründlichen  und  vielseitigen  Kennt- 
nisse auf  den  Herausgeber  gemacht  haben,  ist  ein  bleibender  und 
unauslöschlicher  gewesen ;  er  wird  dem  damals  gewonnenen  Freunde 
stets  das  dankbarste  Andenken  bewahren,  und  es  macht  ihm  daher 
besondere  Freude,  den  Lesern  seiner  Zeitschrift  den  folgenden 
Piecrolog  des  Verstorbenen  aus  eisern  Danziger  Localblatte*) 
mittheilen  zu  können,  woraus  dieselben  zugleich  ersehen  werden, 
wie  sehr  in  dem  norddeutschen  Venedig,  wie  man  die  eine  der 
beiden  Zierden  des  östlichen  Preussenlandes ,  wegen  ihrer  unge- 
mein anmutbigen*  Lage  unmittelbar  am  Strande  der  Ostsee,  wob| 
genannt  bat,  von  jeher  mathematische  und  astronomische  Studien 
gepflegt  worden  sind  und  noch  gepflegt  werden,  und  seit  Hove- 
Ii us  stets  würdige  Vertreter  gefunden  haben.  G. 


•)  DftMigcr  Dauip/boot.    I8W.    Nr.  74. 
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Liter artscher  Bericht  CXXI. 


Nekrolog. 

Der  Mario,  dessen  sterbliche  Hölle  heute  frfih  unter  deo  alteo 
Linden  des  H.  Leichnams -Kirchhofs  ihre  letzte  Ruhestätte  fand, 
war  ein  Biedermann  und  Christ  im  vollen  Sinne  des  Wortes,  treu 
und  werth  erprobt  in  so  vielfachen  menschlichen  Beziehungen. 
Er  war  ferner  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Lehrer,  sondern  ein 
ächter  Forderer  der  Wissenschaft,  eine  wahrhafte  Zierde  unserer 
Stadt,  welche  nach  ausdrucklichem  Urtheile  der  Sachkundigen 
seit  HeveliusZeit  keinen  bedeutenderen  Mathematiker 
und  Astronomen  gehabt  hat.  Nicht  um  den  Männern  seines 
Faches  vorzugreifen,  nicht  um  treffliche  biographische  Leistungen 
auf  diesem  tiebiete  irgend  nachzuahmen,  iiat  der  Unterzeichnete 
den  folgenden  kurzen  Lebensabriss  verfasst,  sondern  um,  dem 
Wunsche  des  Verewigten  gemäss,  ohne  lobende  Phrasen  die  ein- 
fachen, schmucklosen  Thatsachen  reden  zu  lassen,  und  so  zugleich 
eine  Blume  freundlicher  Erinnerung  auf  sein  vielbeweintes  Grah 
niederzulegen. 

■ 

Carl  Theodor  Anger 

wurde  hier  in  Danzig  am  31.  Juli  1803  geboren.  Sein  Vater  war 
Ober- Steuer -Controlleur,  seine  Mutter  eine  Tochter  des  Admi- 
mlitäts -Gerichts -Oirectors  Pauli,  in  seine  Knabenzeit  fiel  die 
grimmige  Noth  der  Belagerung  Danzigs  durch  Lefebvre,  dann  da« 
bunte,  den  3  Brüdern  sehr  interessante  Treiben  unter  französi- 
scher Herrschaft,  neben  vielen  schweren  Sorgen  der  Eltern,  dann 
neue  Belagerung  und  die  Rückkehr  unter  Preussens  Scepter. 
Früh  erwachte  in  rhm  die  Neigung  zum  Zeichnen,  erhielt  aber  oei 
der  Mangelhaftigkeit  des  Unterrichts  nicht  die  gewünschte  Nah- 
rung. Mit  11  Jahren  fcam  der  Knabe  in  die  Kirchen -Schule  zu 
St.  Marien,  gegen  deren  Rector,  Dr.  Kniewel,  auch  noch  der 
Mann  bis  In  die  gereiftesten  Jahre  stets  eine  lebhafte  Dankbarkeit 
bewahrte.  Nachdem  er  sich  hier  unter  Job.  Bapt.  Breys  ig  im 
Zeichnen  vervollkommnet,  kam  er  seinem  innigsten  Wunsche  ge- 
mfiss  (nicht  ohne  grosse  und  stets  von  ihm  sehr  dankbar  gerühmte 
Aufopferung  seiner  Eltern),  1816  in  die  Kunst-  und  Gewerbe-Schule. 
*  Ihr  Vorsteher,  der  sinnige,  originelle  und  verdiente  Job.  Adam 
Breysig,  der,  ohne  eigentlich  Mathematiker  zu  sein  oder  sein 
zu  wollen,  doch  tüchtige  Kenntnisse  in  diesem  Fache  hesass, 
wirkte  auf  Anger  nach  seinem  eigenen  Geständnisse  vielfach  an- 
regend ein,  und  wie  sich  in  Anger  s  Schriften  die  Sporen  davoa 
finden,  so  kann  man  sie  auch  wohl  in  der  Art,  wie  er  den  ma- 
thematischen Unterricht  betrieb,  wiedererkennen.  Nachdem  er 
das  hiesige  Gymnasium  bis  Secuoda  besucht,  ging  er,  um  sieb 
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rot  vollstem  Eifer  dem  unter  Everbeck  begonnenen  Studium 
der  Mathematik  au  widmen,  Mich.  1823  auf  die  Unive?»itfit  Kö- 
nigsberg, wo  er  unter  den  allergrösaten  Entbehrungen,  wie  sie 
beute  kaum  noch  vorkommen,  dem  Studium  derselben  oblag.  Vor* 
her  hatte  er  unter  glinstigen  Verhältnissen  eine  Seereise  nach 
Kopenhagen  unternommen,  deren  erfreuliche  Eindrücke  ihn  noch 
nach  vielen  Jahren  au  lebhaften  Aeusseruugen  veranlassten.  Als 
Beatel'«  Gehälfe  bei  der  Sternwarte  (Rosenberger)  abging,  wählte 
der  berühmte  Astronom  unter  seinen  Anhängern  Anger  au 
dessen  Nachfolger.  Diese  Stellung,  in  der  er  bis  Ostern  1831 
blieb,  nahm  seine  vollste  Tbätigkeit  in  Anspruch;  Bessel  theflte 
Schratt  ihm  in  die  Zonen -Beobachtungen,  und  Anger  leistete 
hiebei,  wie  bei  des  Meisters  Pendel  -  Beobachtungen  in  selbststXn- 
üger  Weise  ausgezeichnete  Beihtilfe,  worüber  wir  Einzelnes  hier 
anzufahren  uns  versagen  müssen.  Schöne  Stunden,  welche  später 
in  stets  lebhafter  freudiger  Erinnerung  neu  erblühten,  verlebte  er 
in  dem  kleines  Häuschen  neben  der  Sternwarte  im  traulichen 
Beisammensein  mit  Jacob i,  Erman,  Dove,  Neumann  und 
Barthold.  Ostern  1831  setzten  es  hochverdiente  noch  lebende 
Mioner  der  Wissenschaft  In  Danzig  durch,  dass  hier  die  berühmte 
Naturforschende  Gesellschaft*),  nach  Vernichtung  der  älteren 
Sternwarte  durch  den  Krieg  und  die  neuen  Befestigungen,  eine 
Qtae  vorläufig  auf  der  Apotheke  auf  Neugarten  errichtete,  und 
data  Anger,  dem  inzwischen  eine  Veränderung  seiner  Stellung 
*unscbenswerth  geworden  war,  als  Astronom  der  Gesellschaft  in 
wis«  Vaterstadt  berufen  ward.  Eine  Anzahl  neuer  werthvoller 
Instrumente  wurden  für  seine  Beobachtungen  angekauft**),  und 
diese  brachten  bald  erfreuliche  Resultate.  Sehr  wichtig  wurden 
später  besonders  die  auf  seinen  Antrag  und  nach  seiner  Wahl 
v*o  der  Gesellschaft  gestellten  astronomischen  Preisaufgaben, 
welche  öfters  höchst  bedeutsame  Beantwortungen  veranlassten, 
"iez.B.  Hansens  Theorie  der  Pendelbewegangen  mit  Rücksicht 
auf  die  Gestalt  und  Bewegung  der  Erde.  Bald  übernahm  er  auch 
an  der  Navigationsschule,  damals  unter  A  dm.  v.  Bi he,  den  astra- 
"oaischen  Theil  des  Unterrichts,  und  1832  neben  den  bisherigen 
Kratern  noch  die  mathematischen  Lectionen  in  der  früheren  „Hand- 
u*«Hcet-  nunmehrigen  Gewerbe- Schule",  in  welcher  er  ausgezeich- 
—  ■  m — * 

")  Zftfrdge  eine«  älteren  Legates  de«  Dr.  Nath.  Math.  v.  Wolf, 
***_l780  Auf  den  Hischofsiierge  ein  Observatorium  erbaut  und  es  1784 
'tat  worthvoll©«  Instrumenten  der  Gesellschaft  geschenkt  hatte; 

'"yfoitß.  ein  Passagen -Instrument,  ein  42iöltiges  Frauenhofen 
*rJw*  Fernrohr,  eine  Tiede'sche  Pcndelahr  ein  Chronometer  von  Kesselt 
in  Altona,  u.  A. 

1* 
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neU  Schüler  bildete.    Ottern  1834  (nach  Nagele  Abgabe)  er 
hielt  er  das  Direetorat  der  „Königl.  Provinzial-Ge  werbe  *Schule*% 
weiche»  er  bis  1856  verwaltete.    Wie  er  nach  auaseo  hie '4er 
Anstalt  Achtung  zu  gewinnen  bemüht  war,  so  strebte  er  mit  dock, 
trotz  manchem  Widerspruche»  unter  Beutb 's  Genehmhaltung  «rieh 
tige  Reformen  an.    1830  kam  er  zugleich  (nach  Förstemaan* 
Tode)  als  Professor  der  Mathematik  an  das  Gymnasium,  und  gab 
von  seiner  sonstigen  Thätigkeit  die  hei  der  Navigation» -Schule 
nunmehr  auf.    Die  hohe  Achtung  und  Liebe,  welche  die  seinen 
Unterricht  geuiesseuden  Schüler  der  Ober -Gassen  des  Gymnzt 
stums  ihm  bereitwillig  zollten,  bewies  sich  ausser  andere«  Gele- 
genheiten  namentlich  durch  einen  glänzenden  Fackelzug  1844  bei 
seiner  Vermählung  mit  Fräulein  Emilie  Z  ad  dach,  mit  der  er 
bis  an  seinen  Tod  in  glucklichster,  obwohl  kinderloser  Ehe  lebte 
Als  bei  der  Sonnenfinsternis*  J851  Se.  Maj.  der  König  dieselbe 
in.  Scbloss  Kutzau  am  Putziger  Wiek  zu  beobachten  wfinsebte 
schlug  Alex.  v.  Humboldt  entschieden  unter  den  zum  Tbeit 
bedeutenden  Astronomen  Preussens  ihn  allein  zum  Ordner  der 
Instrumente  vor,  und  seine  Leistung  bei  dieser  Gelegenheit  be- 
friedigte so  sehr,  dass  er  bald  nachher  durch  besondere  Cabioet*- 
Qrdre  den  Rothen  Adler -Orden  erhielt.    Sein  reges  Interesse 
für  seine  Wissenschaften  suchte  er  auf  jeden  Schuler  zu  übertra 
gen,  und  sichtlich  grosse  Freude  machte  es  ihm,  wenn  auch  ge 
reifte  Männer  aus  andern  Fächern  sich  fär  seine  Experimente. 
z.B.  den  Foucaul  t'schen  Pendel- Versuch  1862  (zum  Beweise 
der  Achseodrebung  der  Erde)  lebhaft  interessirten.    Der  Literari- 
schen Gesellschan  geborte  er  seit  1835  als  Mitglied  und  zugleich 
als  Vice-Präses  an,  und  wie  er  dort  einerseits  durch  wohl  ge 
wählte,  gediegene  Vorträge  die  Hohe  der  Wissenschaft  wenigstens 
ahnen  Hess,  worauf  er  stand,  erfreute  er,  wie  überhaupt  in  zahl 
reichen  geselligen  Kreisen,  so  auch  dort  Alle  durch  geistreichen 
Witz  und  muntere  Laune.    Er  gehörte  ganz  besonders  zu  den 
Mathematikern,  denen  als  heilsames  Gegengewicht  gegen  den  Ernst 
ihrer  strengen  Wissenschaft  eine  »eiche  Gabe  beweglichen  Geistes, 
Witzes,  ja  Humors  beigegeben  ward.   Seine  ungewöhnliche,  nicht* 
weniger  als   oberflächliche  Kenntniss  der   deutschen   Li  terato: 
welcher  er  auch  wohl  zumeist  die  Eleganz  und  Klarheit  seines 
Periodenbaues  verdankte,  lieh  ihm  in  Verbindung  mit  einem  glffcfc. 
lichen  Gedächtnisse  reiche  Waffen,  um  durch  scherzende,  doch 
niemals  unedle  Parodien  und  Anspielungen  unwiderstehliche  Hei 
terkeit  zu  erregen,  den  geringfügigsten  Dingen  immer  neue  ge'ut 
reiche  Seiten  abzugewinnen,  oder  auch  im  Scherz •  Turnier  dco 
Gegner  niederzuwerfen.    In  der  Naturforschenden  Gesell  scaft,  n 
deren  Mitgliede  er  1831  gewählt,  und  deren  Vorsitzender  er  seit 
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J847  war,  wirkte  er  durch  '  Vorlesungen ,  amtliche  Berichte  und 
Carrespondenzen  bis  nach  Amerika  hin  sehr  forderlich;  nur  die 
Ueberzeugung,  die  ihm  seine  grosse  Gewissenhaftigkeit  eingab, 
dass  diese  wichtige  Thätigkeit  neben  dem  Lehramte  nicht  völlig 
für  ihn  befriedigend  erfüllt  werden  könne,  bewog  ihn  Ende  1855  zum 
Rücktritte  vom  Präsidium,  nicht  aber  von  der  thätigen  Theilnahme 
an  den  Bestrebungen  der  Gesellschaft.    Der  berühmte  Le  V er rier 
wollte  1852  in  Besse  Ts  Fundaiuentis  astronomiae  gevyisse  Irr- 
thümer  entdeckt  haben,  und  sogleich  gab  auf  Angers  Betrieb 
die  Naturforschende  Gesellschaft  1853  als  Preis  Thema  „die  Un 
tersuehung  der  Differenzen  zwischen  B  es  sei's  und  Le  Verrier's 
Redoctionen  der  Bradley'schen  Beobachtungen".    Als  nun  Prot 
Peters  (früher  in  Königsberg,  dann  in  Altona)  den  Preis  gewann, 
•und  nachwies,  dass  die  sogenannten  Irrthümer  nur  auf  eine  nach 
Bessels  Zeit  gewonnene  genauere  Bestimmung  der  Constanteii 
hinauslief,  wurde  Anger  im  Auftrage  der  Gesellschaft  nach  Altona 
gesendet»  um  mit  Jenem  über  die  Fortsetzung  der  wichtigen  Un- 
tersuchungen mündlich  zu  verhandeln;   eine  Reise,  von  welcher 
er  gestärkt  und  mit  angenehmen  Erinnerungen  bereichert  zurück- 
kehrte.   Für  wohlthätige  Zwecke,  z.  B.  für  die  Klein- Kinder- 
Bewahr- Anstalten,  hat  Anger  so  manche  Vorlesung  gehalten; 
nichtiger  aber  waren  seine  systematischen  Vorträge  über  Astro 
noraie,  die  er  in  einer  früheren  Periode,  und  dann  zweimal  in 
den  letztverflossenen  Jahren  vor  einem  zahlreichen  gebildeten  Pu- 
blikum hielt.    Diese  mit  besonderem  Fleisse  ausgearbeiteten,  licht- 
vorgewählten  uud  geordneten  Vorträge,  in  seiner  klaren  und  doch 
von  innerer  Begeisterung  durchwärmten  Sprache  abgefasst,  sind 
nach  dem  Zeugnisse  der  Sachkenner  musterhaft  zu  nennen  und 
verdienen  ,  durch  den  Druck  bekannt  zu  werden.     Wichtig  und 
erfolgreich  waren  seine   Untersuchungen  über  die  sogenannten. 
Störungen  der  Planeten  (die  Abweichungen  ihres  wirklichen  Lau- 
fes von  dem  elliptischen,  durch  die  Theorie  berechneten  und  gleich- 
sam vorgezeichneten).    Die  für  das  Jubelprogramm  des  hiesigen 
Gymnasiums  gedruckte  Abhandlung  über  Integrale  ist  die  40ste 
seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten;  ausserdem  befindet  sich  im 
Drucke  ein  für  Schulen  berechneter  Lehrgang  der  Perspective. 
Diese  sämrotlich  anzuführen,  fehlt  hier  der  Raum;  sie  beziehen 
sich  theils  auf  die  Astronomie  (Polarstern,  Meridianmessung,  Stern- 
bedeckungen, Komet  von  1830,  Rectascension,  Mond-Ephemer i den, 
geographische  Breite,  neuere  astronomische  Beobachtungs- raunst, 
das  Kcpl ersehe  Problem,  Euler's  planetarische  Störungen),  theiln 
auf  die  Physik  (Pendel,  Barometer),  theils  auf  die  Geometrie 
(Basrelief- Perspective  fflr  krumme  Bild  flächen  und  Panoramen, 
plagiograpb'ische  Projection,  Verzerrung;  Gegenstände  der  neuern  t 
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Geometrie,  Eiufluss  der  Projectiooslehre,  Ellipse,  Trigonom.  Theo^ 
rem,  Transformation  der  Figuren),  oder  auf  die  Arithmetik  (Inte- 
gral -  Rechnung,  Gauss'sche  Gleichungen,  Funktion  ij).  Allgemein 

geachtet,  von  Vielen  geliebt,  von  Keinem  gehasst,  fand  er  fast 
in  Ausübung  seines  Berufes  einen  unerwartet  schnellen  vSUig 
schmerzlosen  Tod.   Heiter  und  ungetrübt  hatte  er  bei  der  öffent- 
lichen Prüfung  am  25sten  im  Krei.«e  der  Primaner  exarainirenti 
recht  befriedigende  Eindrücke  empfangen,  und  war  in  Begleitung 
seiner  Frau  nach  Hause  gegangen.   Eben  wollte  er  sich  bei  freund- 
lichem Gespräche  zu  Tische  setzen,  —  da  sank  er  todt  von  einen 
Lungenschlage   getroffen,   zu  Boden,  und  jeder  Versuch  zur 
Wiederbelebung  zeigte  sich  entschieden  fruchtlos.    In  die  aus 
serordentliche  Ueberraschung ,  die  die  schnell  verbreitete  Kunde 
in  den  weitesten  Kreisen  hervorrief,  mischte  sich  überalt  auf- 
richtiges  Bedauern,    obwohl    von    «1er   eigentlichen  Bedeutsam- 
keit des  Mannes  wohl  nur  Wenige  einen  rechten  Begriff  haben 
mochten.    Jeder  ahnte  wenigstens,  dass  der  Verstorbene  eine 
Zierde  Danzigs  war,  um  welche  uns  so  mancher  Ort  beneiden 
konnte.   Seine  Col legen  riefen  ihm  ein  ehrenvolles  un4  herzliches 
Lebewohl  nach,  und  begleiteten  ihn  saramt  den  Schülern  zur 
Grabesruhe:   ein  sehr  zahlreiches  Gefolge  schloss  sich  ausser- 
dem an.   Sein  Leben,  wenn  auch  nicht  bis  zur  möglichen  äusser- 
sten  G ranze  gelangt,  war  ein  reiches,  nützliches,  gesegnete«; 
auch  sein  Gedächtniss  wird  lange  bei  den  Erwachsenen  wie  bei 
der  Jugend  im  Segen  bleiben!    „Er  fasste  (um  mich  seiner 
eignen  Worte  aus  der  Vorrede  zu  seinen  astronomischen  Vor- 
lesungen zu  bedienen)  nicht  engherzig  nur  den  nächsten  Nutzen 
ins  Auge,  sondern  war  bemüht  den  gottlichen  Funken  wissen- 
schaftlicher Begeisterung  zu  beleben,  wohl  erkennend,  dass  die 
Wissenschaft,  wenn  auch  für  diese  Welt  mit  Nutzen  verwendbar, 
doch  nicht  von  dieser  Welt  herstammt."  — 

Dr.  Brandstäter. 


- 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.   Achter  Jahrgang.   1858.  Wien. 

Auf  die  Wichtigkeit  dieses  Almanachs  einer  der  ersten  Aka- 
demien der  Wissenschaften  in  literarischer  Beziehung  ist  schon 
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mehrmals  in  unseren  Literarischen  Berichten  hingewiesen  worden, 
und  seine  Einrichtung  ist  im  Wesentlichen  ganz  dieselbe  geblie- 
ben, so  dass  wir  uns  also  in  dieser  Rücksicht  auf  unsere  früheren 
Berichte  (in  Nr.  CXV.  Alraanach  für  1857)  beziehen  können.  In 
dem  Berichte  des  («eneral -Sekretairs  über  die  Leistungen  der 
mathematisch  -naturwissenschaftlichen  Classe  ist  ein  Necrolog  des 
trefflichen,  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  Sal o mon 
mitgetheilt,  welchem  der  in  dem  Archiv  Tbl.  XXVIL  von  Herrn 
Professor  Rogner  in  Grats  mitgetheilte  Necrolog  dieses  treff- 
lichen Gelehrten  zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  worauf  wir  also 
hier  verweisen  können.  Ausserdem  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang des  Almanachs  die  beiden  folgenden,  auch  lu*r  die  Leser 
des  Archivs  viel  Interessantes  darbietenden  Reden : 

IL  Die  edlen  Metalle  und  ihre  natürliche  Rang- 
ordnung als  Geldstoffe.  Ein  Vortrag«  gehalten  in  der 
feierlichen  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
scbaften  am  30.  Mai  1857  vom  Präsidenten  der  Akade- 
mie Dr.  Andreas  Freiherrn  v.  Baumgartner.  S.  9. — S.  39. 

V.  Die  Mathematik  in  ihrer  Beziehung  zu  den  Natur- 
wissenschaften. Ein  Vortrag,  gehalten  in  der  feierli- 
chen Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
am  30.  Mai  1857  von  Dr.  J.Petzval,  wirklichem  Mitgliede 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 

Wir  hoffen  auf  diese  interessanten  Vorträge  spÄterhin  aus- 
führlicher zurückzukommen. 


Geometrie. 

Sopra  alcane  curve  algebriche,  delle  quali  fa  lem- 
niscata  *  un  caso  particolare.  Nota  del  Prof.  Barnaba 
Tortofioi.   Roma.   1858.  4*. 

Diese  Abhandlung  des  scharfsinnigen  Herausgebers  der  treff- 
lichen „Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata"  findet 
sich  in  dem  weiter  nnten  angezeigten  neuesten  Mai-  und  Juni  hefte 
dieses  ausgezeichneten  Journals  und  enthalt  mehrere  interessante 
Bemerkungen  Herrn  Tortolini's  über  die  Curven,  deren  allge- 
meine Polargleichung 

r2*  =  a*"cos2«« 
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ist,  mit  denen  sieb  auch  der  Coote  di  Fagoano,  Legendre, 
SeTret  u.  A.  beschäftigt  haben.  Wir  machen  anf  diesen  Aufsatz 
des  Herrn  Tortolini  im  Interesse  der  besonderen  Zwecke,  die 
unsere  Zeitschrift  verfolgt,  aufmerksam,  weil  wir  glauben,  dass 
die  weitere  Beschäftigung  mit  diesen  Curven  namentlich  auch  fiir 
jüngere  Mathematiker  ein|  treffliches  Uebungsmittel  abzugeben 
geeignet  ist,  und  wollen  daher  einige  Worte  über  den  Inhalt  die- 
ses  schönen  Aufsatzes  sagen. 


Herr  Tortoiini  gelangt  zunächst  zu  der  Gleichung  dieser 
Curven  durch  die  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen.  In  Be- 
zug auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  setze 


ar  =  rcosw,   y  =  rsinw. 

Bezeichnet  nun  o>  die  Neigung  der  Curve  in  dem  Punkte  (xy) 
gegen  die  Abscissenaze,  so  ist 


tanga>  =  ^ 


und  folglich,  wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  x,  y 
«Üfferentürt: 

_  sin  udr  -f-  r  cos  udu  m 
ang  g>  —  eoBU^r — r&inudu9 

■ 

also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  costi  und  dr  dividirf : 

rdu_  tangy-tangn  , 
dr  —  I  +  tangg>tangi<  ~~     g^  } 

oder 

COt^-ttJsr^, 

wo  9— ii  der  Winkel  ist,  welchen  im  Punkte  (xy)  die  Berührende 
mit  dem  Radius  Vector  r  einschliesst.  Ist  jetzt  die  Neigung 
der  Normale  gegen  die  Abscissenaze,  so  ist  q>t  =  <p,  slso 
a)t — usslft  -f  (<p— u),  und  folglich 

tang      —  tr)  =  — cot(o>  —  «) , 
also  nach  dem  Obigen: 


tang (9,  -14)  =  —^, 


oder 
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Dm  erste  Glied  dieser  Gleichung  (fest  sich  ohne  Weiteres  inte- 
griren,  und  das  zweite  ist  auf  Quadraturen  zurückfubrbar ,  wenn 
9>i       Fuoction  von  u  gegeben  ist 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  <pk  ein  ungerades  Vielfaches  vou 
v,  also 

<pt  =  (2/t  + 

ist,  so  ist 

#r         oft        3  cos'ijit* 

—  =  —  ctftangzjtif  =  ö  — ? 

r  5  2n  cos  *2uu 

2*lr  =  lcos2mi+C, 

ood  folglich,  wenn  man  die  (konstante  so  bestimmt,  dass  r  —  o 
wird  für  u  =  0,  woraus  sich  C=z2n\a  ergiebt: 

2nI±s=.Icos2mi» 
a 

=scos2nti   oder   r*n  =  atj,cos2nu . 

Für  n  =  1  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Lemoiscate : 

r»=a*  cos  8m. 

Weil 

rcosu=:jr,  rsintcsy 

wt,  so  ist 

*  •  ifl       jr^  — 

1*=*«+^,   co82«,  =  co8u»-8h.     =  = 


Den  Fall  n  =  2,  also  die  Curve,  deren  Gleichung 

r*  =  a4cos4?i 
'st,  hat  schon  der  Conte  di  Fagnano  betrachtet. 


•  ■ 
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Herr  Tortolini  «etil,  um  die  allgemeine  Gleichung 

r*»  =  a2*co82«M 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  auszudrucken: 

Icoslnu  =  (cos ic  -f  t  sin  ti)**-f  (cos  «  —  t  sin  »)*•,, 

wo  t  =  V^T  ist    Dann  ist,  weil 

cosw  =  ^ ,    sinu  =  ^,    r  =  >Tx*+y* 

ist: 

„        .  (x  +  iy)9**  fr-fr)*" 
cos2nti  =  i.  *~  • 

also  nach  dem  Obigen: 

+  y )  -  2  ^+^)- 


In  dem  von  Fagnano  betrachteten  Falle  ist  n  =  2,  also 

(^+0f)4=£{(*+fr)*+(*-fr)«u 

woraus  sich  sogleich 

ergiebt. 

Für  n  =  3  erhält  uian  die  Gleichung 

(x*+y*)*  =  o%r«-  15*V  +  15ÄV-56)- 

Ehen  so  leicht  lassen  sich  nach  der  von  Herrn  Tortolini  an- 
gegebenen Methode  die  Polargleichungen  in  allen  Übrigen  Fällen 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken. 

Herr  Tortolini  zeigt  noch  die  allgemeine  Rectification  der 
hier  betrachteten  Curven.    Bekanntlich*)  ist  allgemein 


•)  H.a.  meine  „ Anal ytiache  Geometrie  der  Ebene  find  den 
Räumen  für  polare  Coordinatentyateme.  Greifnwntd  and 
Leipiig.    1857.    S.Wft— 239. 
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*      ,  ■  * 

und  aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  nuu  ohne  alle  Schwierigkeit: 

a**hr  _       p  Br 

Setzen  wir  aber 

r  =  02,   ör  =.  acb 

und  integriren  zwischen  den  Gränzeo  z=0,  2  =  1;  so  erhalten 
wir  ftir  deo  vierten  Theil  de«  ganzen  Perimeters: 

/«  dz 

0 

wo  nun  der  Zusammenhang  mit  den  elliptischen  Functionen  und  der 
Function  r  klar  ist,  worüber  des  Weiteren  wegen  die  Arbeiten 
von  Serret,  Legendre,  Fagnano  nachzusehen  sind« 

» 

Wir  wiederholen,  dass  wir  die  Beschäftigung  mit,  den  Cur- 
ven  der  obigen  Gattung  jüngeren  Mathematikern  als  ein  treff- 
liches Uebu  ngsmittel  empfehlen,  wobei  ihnen  die  obigen  in- 
teressanten Bemerkungen  von  Herrn  Tortolini  sehr  zur  Unter- 
»tützung  dienen  werden,  weil  dieselben,  wie  alle  Arbeiten  dieses 
ausgezeichneten  Mathematikers  überaus  geeignet  sind,  zu  weiteren 
Forschungen  und  Untersuchungen  in  trefflichster  Weise  anzuregen. 

Gruuert 


Optik. 

Im  Ltterar.  Br.  No.  CXV11.  S.  2.  —  S.5.  ist  ein  Verzeichnis« 
optischer  Instrumente,  die-von  Herrn  A.  La.mprecb  t  in  Bamberg 
tu  den  beigesetzten  Preisen  angefertigt  werden,  von  mir  mitge- 
thtüt  worden.  Ein  Urtbeil  Aber  diese  Instrumente  habe  idi  damals 
■icht  ausgesprochen ,  da  ich  keins  derselben  gesehen  hatte,  was 
»«eh  S.  2.  von  mir  ausdrücklich  bemerkt  worden  ist  Nachdem 
jetzt  aber  ein  Paar  dieser  Instrumente  zufällig  in  meine  Hände 
gelangt  sind  und  ich  von  denselben  nähere  Kenirtoi»  genommen 
Whe,  kann  ich»  um  der  Wahrheit  die  Ehre  zu  geben» 
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nach  diesen  Proben,  meinen  Lasern  keineswegs  rathen, 
sich  an  die  genannte  Qnell e  zu  wenden.  Uro  so  dringender 
und  mit  um  so  grosserer  Freude  erneuere  ich  nieine  früheren  Em* 
pfehlungen  der  Arbeiten  der  W erstatte  des  Herrn  Ministerin! -Rath« 
von  Steinheil  in  München,  «renn  auch  dessen  berühmter  Name 
schon  für  sich  die  vollkommenste  Bürgschaft  leistet,  da«*  jeder 
Abnehmer  nur  etwas  ganz  Vorzügliches  erhalten  wird,  zu  so  nie- 
drigen Preisen,  wie  sie  nur  irgend  gestellt  werden  können.  M.  *. 
die  Preisverzeichnisse  dieser  trefflichen  Werkstätte  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XCVII.  S.  8.  und  Nr.  CXI.  S.  7.  Grunert. 

-.  i  .  

Astronomie. 

» 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  den 
Befehle  Sr.  k.  k.  apost.  Majestät  auf  offen  t  Ii  che  Kosten 
herausgegeben  von  Karl  vou  Littrow,  Director  der 
Sternwarte.  Dritter  Folge  Siebenter  Band.  Jahrgang 
1857.   Wien  1858.  8. 

Der  vorhergehende  Band  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte 
in  Wien  ist  im  Litterar.  Ber.  Nr.  CX1V.  S.  3.  angezeigt  worden. 
Der  vorliegende  so  eben  erschienene  neueste  Band  liefert  von 
Neuem  den  sehr  erfreulichen  Beweis  von  dem  regelmässigen  Er- 
scheinen und  demzufolge  auch  von  den  regelmässig,  nach  einem 
bestimmten  Plane  fortgesetzten  Arbeiten  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien,  was  von  uns  schon  oft  nihmeud  hervorgehoben  worden 
ist,  wodurch  diese  Sternwarte  sich  so  sehr  auszeichnet  und  unter 
der  umsichtigen  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  Direc- 
tors  der  W  issenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringt.  —  In  der  Ein- 
Leitung  ist  zunächst  über  einige  Aenderungen,  welche  die  Rednc- 
tionsweise  der  Benbachtungen  am  Meridiankreise  erfahren  hat, 
gewissenhaft  Nachricht  gegeben,  und  über  einen  anderen  Gegen- 
stand berichtet  worden,  den  wir  bei  Gelegenheit  der  gleich  nach- 
her angezeigten  Abhandlung  etwas  näher  besprechen  werden. 
Hierauf  folgen  die  Beobachtungen  am  Meridiankreise  aus  den 
Jahren  1861,  .1852,  1853;  dann  Beobachtungen  von  Cometen  an 
Kefraetor  in  den  Jahren  1853  bis  1857  von  Dr.  K.  Hornstein, 
Adjuncten  .der  Sternwarte;  hierauf  die  Zonenbeobacjitungen  am 
Mittagsrohre,  und  dann  die  meteorologischen  Beobachtungen  de* 
Jahres  1856,  welche,  von  dem  vorliegenden  Jahrgänge  der  Anna- 
len: an,. regelmässig  mitgetheilt  werden  seMen,  indem  dem  wissen- 
schaftlichen Publikum  am  Schluss  der  Einleitung  zugleich  die 
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gewiss  sehr  erfreche  Nachricht  erthelk  wird,  das*  die  Liberali- 
tät de*  hohen  kaiserlichen  Unterrichts-Mlbisferioifts  för  eine  nach- 
trägltehe  PüblicaHon  der  filteren  meteorologischen  Beobachtung 
fler  Sternwarte1  bereits  forgeeorgt  habe,  und  dass  der  Druck 
derselben  nächstens  beginnen  werde,  wodurch  die  Wissenschaft 
gewiss  zu  grossem  Danke  verpflichtet  werden  wird.  Möge  dem 
Herrn  Herausgeber  der  Annalen  die  Vorsehung  noch  lange  Jabre 
Kraft  und  Gesundheit  zu  seineu  verdienstlichen  Arbeiten  verleihen  f 

» ■  • 

.  Der  Zonen- Apparat  am  Mittagsrohre  der  Wiener 
-Sternwarte.  Von  Karl  v.  Littro  w,  w  irklichem  Mitglieds 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften.  (Aus  dem 
Novemberhefte  des  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsberichte 
der  ma  them.-natur  w.  Ciasse  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschafte ii.  XXVII.  Bd.  S.  443*  besonders  abge- 
druckt).   Wien.    1858.  8. 

In  diesen»  für  jeden  ,  praktischen  Astronomen  sehr  interes- 
santen Aufsätze  ist  ausfuhrlich  Nachricht  gegeben  von  den  bei' 
dem  Mittagsrohre  der  Wiener  Sternwarte,  welches  im  Jahre  1836 
dem  Observatorium  des  k.  k.  Marine -Collegiums  in  Venedig  zur 
einstweiligen  Benutzung  überlassen,  im  Jabre  1852  aber  der  Wie- 
ner Sternwarte  zurückgegeben  worden  war,  angebrachten  Einrich- 
tungen, um  dasselbe  in  einen  Zonen  - Apparat  umzugestalten.  Bei 
der  ursprunglichen  Einrichtung  dieses  Apparats  war  Herr  Director 
Laniont  in  München  in  sehr  dankenswertbe*  Weise  behilflich 
gewesen;  spater  aber  wurden  mehrere  Veränderungen  damit  vor- 
genommen, und  namentlich  die  Beeinträchtigung  der  optischen 
Kraft  des  Fernrohrs  durch  die  übliche  Beleuchtung  des  Gesichts- 
feldes dadurch  vermieden,  dass  ein  völlig  angemessenes  System 
von  lichten  Fäden  im  dunkeln  Felde  eingerichtet  wurde.  Alle 
diese  Einrichtungen  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  in  sehr 
lehrreicher  Weise  beschrieben  worden,  mit  näherer  Erläuterung  der 
üeobachtungsmethnde  und  Mittheilung  von  Beobachtungen,  durch 
welche  die  Zweckmässigkeit  der  getroffenen  Einrichtungen  '  Voll- 
kommen constatirt  wird.  Wir  empfehlen  die  Schrift,  daher  noch- 
mals jedem  praktischen  Astronomen  zu  sorgfältiger  Beachtung. 


Physik. 

Untersuchungen  Ober  die  Leistungen  der  Bour- 
dön'schen  Metallbarometcr   mit  Hinweisung  auf  den 

■ 
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Nutzen  dieser  Instrumente  fär  die  Marine.  Von  J.  F. 
Julies  Schmidt»  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prä- 
laten E.  Ritter  von  Uokrechtsberg  zu  Olmüa.  Wies 
und  Olmüx.  Holzels  Verlags  -  Expedition.  1868.  4P. 
20  Sgr. 

Diese  überaus  gründliche  und  umsichtige  Untersuchung  der 
Metall barometer  oder  AneroTde  hat  uns  eine  sehr  grosse  Freude 
gemacht,  da  wir  hingst  eine  solche  Prüfung  der  fraglichen  Instru- 
mente für  ein  wahres  Bedürfniss  gehalten  haben,  uro  Ober  die 
gewiss  häufig  überschätzten  Leistungen  dieser  Instrumente,  mit 
denen  man  wohl  Hohen  der  Tische  über  dem  Fussboden  der  Zim- 
mer messen  zu  können  behauptet  oder  vorgegeben  hat,  endlich 
zu  gehöriger  Klarheit  zu  kommen.    Diesem  Bedürfniss  zu  genügen, 
ist  die  vorliegende  ausgezeichnete  Schrift  vollkommen  geeignet, 
und  wir  zollen  für  dieselbe,  sowohl  dem  Herrn  Verfasser,  als  auch 
dem  hochwürdigen  Herrn  Prälaten  von  Unkrechtsberg,  welcher 
sich  den  mühevollsten  und  andauerndsten  Untersuchungen  dieser  ■ 
Instrumente,  namentlich  in  Bezug  auf  den  so  wichtigen  Einfiuss 
der  Wärme,  mit  seltener  Beharrlichkeit  und  grossem  Geschick, 
insbesondere  auch  der  Berechnung  der  S.  29.  mitgetheilten  so 
wichtigen  Wärmetafel  durch  Interpolation,  unterzogen  bat,  im 
Namen  der  Wissenschaft  unseren  wärmsten  Dank.   Aus  dem  fol- 
genden Inhaltsverzeichniss  werden  die  Leser  sehen,  mit  welcher 
Vollständigkeit  und  Sorgfalt  der  betreffende  Gegenstand  nach  allen 
Seiten  bin  beleuchtet  worden  ist:   „Einleitende  Bemerkungen  und 
Anempfehlung  der  Metallbarometer  zum  Gebrauch  auf  dem  Meere." 
(Der  Nutzen  bei  dem  letzteren  ist  so  von  selbst  einleuchtend,  dass  es 
dieser  ausführlichen  Empfehlung  kaum  bedurft  hätte;  aber  diese  Ein- 
leitung  enthält  ausserdem  für  alle  Besitzer  von  Ane*roTden  so  lehr- 
reiche Bemerkungen,  dass  wir  ganz  besonders  auf  dieselbe  hinwei- 
sen müssen.   Wir  heben  u.  A.  nur  folgende  Stelle  heraus:  „Jeder 
AneroYd,  so  wie  er  aus  der  Hand  des  besten  Künstlers  hervorgeht, 
ist,  wenn  ihm  keine  Instruction  beigegeben  vwird,  und  wenn  er 
keinen  Thermometer  enthält,  für  genaue  Beobachtungen  ganz  un- 
brauchbar*).   Unterzieht  man  ihn  aber  einer  sorgfaltigen  Pru 
fang**),  so  kann  man  ihn  selbst  dann  mit  Nutzen  zu  Hohenbe- 
stimmungen  anwenden ,  wenn  er  auch  sehr  grob  gearbeitet,  und 
gegen  die  Aenderung  des  Luftdrucks  sehr  unempfindlich  sein  sollte, 
wie  dies  z.  B.  bei  meinem  ersten  Ane'roTde  der  Fall  war.  Endlich 


')  Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  unterschreibe  ich  TolUtandig- 
")  Woiu  die  vorliegende  Schrift  eiae  treffliche  Anleitung  enthält.  G* 
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aber  ist  es  nicht  als  ein  grosser  Uebelstaod  aufzufassen,  wenn 
der  Ane>oYd  «rirklich  bei  irgend  einer  Gelegenheit  seinen  Stand 
verändern  sollte;  es  ist  sodann  ganz  einfach  mit  dem  Shlüssel  die 
vorige  Lage  des  Zeigers  wiederherzustellen,  und  jedenfalls  ein- 
facher ,  als,  wenn  Luft  in  das  Vacuum  oder  in  das  Quecksilber 
des  gewöhnlichen  Barometers  eingedrungen  ist,  diese  herauszu- 
schaffen.   Der  Ane*roTd  ist  aber  nicht  im  Stande  (wenig- 
stens jetzt  nicht)  die   Quecksilberbarometer  zu  ver- 
drängen.    Auf  diese  stützt  sich  vorläufig  seine  ganze 
Brauchbarkeit,  und  auf  sie  müssen  alle  Correctionen 
bezogen  werden*)).  —  Von  der  Construction  des  AneroYdba- 
rometers.  — •  Von  der  Anwendung  der  Curvenconstruction.  —  Un- 
tersuchungen über  die  Eigenschaften  des  Ane>oYds  Al.  —  Dessen 
Wärmecorrection.  —  Experimente  mit  der  Luftpumpe.  —  Daraus 
abgeleitete  Correctioustafel.  —  Prüfung  des  AneroTds  A\  —  Mes- 
sung von  Höhenunterschieden.  —  Bildung  der  Normalwerthe  für 
die  definitive  Gurve.  -  Definitive  Correctionstafel  für  AK  —  Bei- 
spiel und  Darstellung  der  ßbrig  bleibenden  Fehler.  —  Versuche 
über  das  Verhältnis«  des  AneroYds  A%  unter  der  Luftpumpe.  — 
Werthe  für  die  erste  Correctionstafel*  —  Wärmecorrection.  —  Prü- 
fung des  AneroYds  A*  nährend  der  Beobachtungen  am  Schnee- 
berge. —  Bildung  von  INornialwerthen  fär  die  definitive  Curve.  — 
Definitive  Correctionstafel  für  A*,  —  Beispiele  und  Anwendung 
der  Tafel  und  übrig  bleibende  Fehler." 

Der  Herr  Verf.  weiset  mit  Recht  darauf  hin,  dass  jeder  Ane- 
roYd  ein  Individuum  sei,  welches  einer  besonderen  Prüfung  und 
sorgfältigen  Vergleichung  mit  genauen  Quecksilber  -  Barometern  be- 
dürfe, und  giebt  schliesslich  Aber  seinen  AnäroYd  A*  das  Urtheil 
ab:  „dass  dieser  AneroYd  zur  Messung  aller  Berge  bis  xur  Hohe 
von  1100  Toisen  vollständig  ausreichen  und  zu  genauen  Resulta- 
ten führen  werde."  Wir  empfehlen  die  ausgezeichnete  Schrift 
nochmals  allen  Physikern,  Astronomen  und  Seeleuten  recht  sehr 
zur  Beachtung. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 


•)  Auch  hierin  atimmen  wir  dem  Herrn  Verf.  au«  vollster  Uebcr- 
teogung  bei.  G. 
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F.  Brioaehi  a  Pavia,  A.  Geooccbi  a  Torino,  B.  Tortolihi 
a  Roma.    4°.    (8.  Literar.  Bericht  Nr.  CXX.  S.5.). 

No.  3.  (Maggio  e  Giugno  1858).  Sopra  i  Covarianti  delle  forme 
binarie.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  129.  —  Sui  differenziali 
a  indice  qualunqoe.  Nota  del  Prof.  Placido  Tardy.  p.  135.  — 
Memoire  sur  la  probabilite'  des  erreurs  dans  la  somrae,  ou  dans 
1a  moyenne  de  pltisieurs  observations  par  le  P.  M.  Jullien  S. 
J.  (Continuazione).  p.  149.  —  Note  sur  une  formule  d'Abel  par 
Joseph  Bertrand.  p.  156.  —  Sui  Covarianti  delle  forme  piü  varia- 
bili.  Nota  del  Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  158.  —  Suüe  linee 
del  terzo  ordine  a  doppia  curvatura.  Nota  del  Prof.  Luigi  Crc- 
niona.  p.  164.  —  Sülle  equazioni  del  moltiplicatore  per  la  traa- 
fonuazione  delle  funzioni  ellitiche.  Nota  del  Prof.  F.  BrioschL 
p.  175.  —  Sopra  alcune  curve  algebriche,  delle  quali  la  lemniscata 
*)  pn  caso  particolare.   Nota  del  Prof.  Barn aba  Tor tolini.  p.  178. 

Rlvlsta  blbllographlc».  Intoroo  ad  una  formola  d'ioterpo- 
lazione.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  182.  (Betrifft  eine  Kor 
mel  von  Herrn  Tchebichef  in  Crelle's  Journal  T. 53. p. 28Ö.)- 
—  Sopra  una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mossotti  sotto 
it  titolo  „Nuova  teoria  degli  stromenti  ottici"  Oseervazloni  del 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continuazione  e  fine).  p.  184. 

Pubblicazioni  recenti.  p.  191. 
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Preisaufgabe  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin. 

„Die  Theorie  der  Krümmungs-Linien  der  Flächen  in 
irgend  einem  wesentlichen  Punkte  zu  vervollständigen." 

Es  wird  sich  hierbei  nicht  sowohl  darum  handeln,  das«  die 
Anzahl  der  speziellen  Flächen,  deren  Krflmmungs-Linien  sich  finden 
lassen,  vermehrt  werde,  sondern  um  allgemeinere  und  wichtigere 
Gesichtspunkte,  wie  z.  B.  die  Beantwortung  der  Frage,  unter  wel- 
chen Bedingungen' diu '  Krömmtingslinien  algebraischer  Flächen 
selbst  algebraische  Kurven  sind,  oder  um  die  Bestimmung  der- 
selben für  Flächen  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung. 

■ 

Die  ausschließende  Frist  für  die  Einsendung  der  Beantwor- 
tung, welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher,  lateini- 
scher oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  kann,  ist  der 
trete  März  1861.  Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einem  Motto  zu 
Tersehen,  und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels, 
welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 

Die  Entscheidung  öber  die  Zuerkennung  des  Preises  von 
100  Dukaten  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Lei bni zischen 
Jahrestage  im  Monate  Juli  des  Jahre« 


— 


■  » 


't*w,,  ,..  Arithmetik. 


Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umfassend 
tt>d..mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar. 
8e«tellt  von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
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au  der  polytechnischen  Schute  zu  Karlsrahe.  Mit  59 
in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Stattgart  Ried- 
le r.    1857.  8. 

Dieses  Buch  dürfte  wohl  gegenwärtig  die  vollständigste  Dar- 
stellung der  Differential-  und  Integralrechnung  in  deutscher  Sprache 
enthalten,  so  weit  bei  einem  Werke,  welches  die  Gränzen  eine« 
grosseren  Hand-  oder  Lehrbuchs  nicht  zu  Überschreiten  beabsich- 
tigt, billigerweise  überhaupt  von  Vollständigkeit  die  Rede  sein 
kann.    Auch  glauben  wir,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  Be- 
ziehung eine  richtige  Mitte  gehalten  hat,  wobei  er  zugleich  seinem 
Werke  durch  die  vielfachen  Anwendungen  auf  Geometrie,  Mecha- 
nik, mathematische  Physik  und  Astronomie,  natürlich  auch  auf 
die  reine  Analyst*,  welche  dasselbe  enthält,  einen  besonderen 
Werth  verliehen,  und  dasselbe  zu  einem  lehrreichen  Handbucht*, 
namentlich  auch  für  Anfänger,  gemacht  hat,  welche  letzteren  da 
rin  vielfachen  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  finden  werden. 
Leider  verbietet  uns  hier  der  Raum,  den  reichen  Inhalt  vollstän- 
dig anzugeben,  so  dass  wir  uns  mit  der  folgenden  Angabe  der 
Hauptabschnitte«  begnügen  müssen : 

I.  Von  den  Functionen.  Gränswerthe.  DifferentiaJquotient 
für  Functionen  eher  einzigen  unabhängig  Variablen.  IL  Dtfteren- 
tialqaotienten  höherer  Ordnungen.  Veitaaachung  der  unabhänecr 
Veränderlichen.  Bedeutung  gewisser  Diferentiak)ir*tie»teB.  HK  Die 
Theoreme  von  Taylor,  Maclauriu,  Bürmann  nad  Lagranpe. 
IV.  Untersuchung  der  scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  Von 
den  grossten  und  kleinsten  Werthen  für  Functionen  einer  unal» 
hängig  Variablen.  VI.  Reihenbildung  und  Reih  ensurmninine  mit- 
telst der  Differentialrechnung.  VII.  Differentialquotienten  für  Func- 
tionen mehrerer  unabhängig  Veränderlichen.  Vertauschuug  dieser 
letzteren.  Analytische  Anwendungen.  VIII.  Das  unbestimmte  In- 
tegral. IX.  Das  bestimmte  Integral.  X.  Quadratur  der  Curven 
und  Oberflächen.  Rectification  der  Curven  and  Cubatur  der  Kör- 
per. XI.  Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 
MI.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XUL  Die  Diffe 
rentialgleichungen  höherer  Ordnung.  XIV.  Von  den  besonderen 
Aufliismu'en  der  Differentialgleichungen.  XV.  Integration  der  gleich- 
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\& \ i t f*c n  1 1 1  ^  dessen  fnheslt  uälj£r  di)£ii^ob6D  ItfidGT 
der  Raum  nicht  testattet). 

Wir  haben  uns  zu  dieser  Inhaltsangabe  verliebtet  gebai- 
ten,  weil  wir  glauben,  dass  eben  in  der  daraus  «ich  erge- 
benden Reichhaltigkeit  das  Hauptverdienst  des  Werkes  liegt, 
indem  ein  gleich  vollständiges  Werk  über  die  höhere  Analysis 
die  deutsche  Literatur  gegenwärtig  nicht  aufzuwehen  im  Stande1 
ist.  Auch  siebt  man  aus  dieser  Inhaltsangabe,  wie  sehr  der  Herr 
Verfasser  bemüht  gewesen  ist,  allen  neueren  analytischen  Arbei- 
ten eine  mogfiehst  gleiobniässige  Berücksichtigung  zu  Theil  wer- 
den su  lassen,  so  weit  es  der  beabsichtigte  Umfang  seines  Wer- 
kes irgend  gestattete,  und  wie  sehr  er  selbst  mit  den  neueren 
Fortschritten  der  Analysis  vertraut  ist,  welches  Letztere  übrigens 
schon  aus  seinen  vielen  früheren  verdienstlichen  Arbeiten  hinrei- 
chend bekannt  ist. 

Was  die  Darstellung  und  Begründung  insbesondere  der  Diffe- 
rentialrechnung betrifft,  so  brauchen  wir  nach  den  allgemein  be- 
kannten früheren  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers  unsern  Lesern 
wohl  nicht  erst  zu  versichern,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung 
sich  ganz  den  neueren  strengen  Ansichten  anzuschliesscn  gesucht 
hat,  welche  in  dem  leider  zu  früh  den  mathematischen  Wissen- 
schaften entrissenen  unObertreffbaren  Augustin  Cauchy,  —  dem 
eigentlichen  Begründer  der  ganzen  neueren  strengen  Analysis,  — 
ihren  nächsten  und  ersten  Vertreter  finden.  So  sehr  aber  dieses 
höchst  verdienstliche  Streben  des  Herrn  Verfassers  nach  voll- 
kommener Strenge,  wie  wir  so  eben  gesagt  haben,  überall  im 
Allgemeinen  deutlich  hervortritt  und  sich  kund  giebt:  so  dür- 
fen wir  doch  auch  auf  der  anderen  Seite  zur  Steuer  der  Wahrheit 
nicht  ganz  unbemerkt  lassen,  dass  einige  Ausführungen  allerdings 
weniger  Ansprach  auf  die  der  neueren  Analysis  eigene  vollstän- 
dige Strenge  haben,  und  sich  einige  Behauptungen  Gnden,  die 
wir  nicht  unbedingt  unterschreiben  mochten,  bezüglich  welcher 
also  auch  namentlich  Anfängern  einige  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche 
des  Buchs  zu  empfehlen  sein  durfte.  Unsere  literarischen  Be- 
richte beabsichtigen  nicht  ausführliche  Kritiken,  sondern  nur  eine 
allgemeine  Charakteriairung  der  betreffenden  Werke  zu  liefern, 
halten  sich  namentlich  auch,  bei  im  Allgemeinen  verdienst- 
lichen Schriften,  wie  die  vorliegende  ohne  Zweifel" 
es  ist,  gern  fern  von  solcher  unangenehm  berührender  Schärfe,  nie 
sie  uns  namentlich  in  neuester  Zeit  in  einigen  von  jüngeren  Ge- 
lehrten herrührenden  kritischen  Beurteilungen  in  nicht  eben  sehr 
erfreulicher  Weise  entgegen  getreten  ist.  Daher  kann  es  hier 
nicht  unsere  Absicht  sein,  das  vorliegende,  wie  schon  gesagt, 
jedenfalls  mehrfach  verdienstliche  und  empfehJenswcrtbe  Werk 
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rucksichtlich  der  oben  angedeuteten  wenigen  schwächeren  Psr- 
tieen  eine  vollständige  Musterung  passiren  zu  lassen.  Um  jedoch 
unser  obiges  Urtbeil  nicht  ohne  alle  Begründung  zu  lassen,  wolleo 
wir  wenigstens  Ober  eine  Stelle  Folgendes  bemerken. 

,AuC  den  Seiten  5*5., und  56.  bespricht  der  Herr  Verfasser  den 
bekanntlich  vielfach,  —  und,  wie  wir  glauben,  mit  vollem  Rechte, 
—  angefochtenen  rSatz,  dass,  wenn  die  Reihe 


«wischen  gewissen  Gra'uzen  convergirt,  zwischen  denselben  Grän- 
zen  allgemein 


x  x*  x* 


fa) = na) + j    + j^no) +i7i^/*(0) + •  •• 

sein  soll,  und  sagt:  „Dieser  wichtige  Satz  ist  vielfach 
bestritten,  dennoch  aber  unzweifelhaft  richtig."  Nun 
müssen  wir  aber  gestehen,  dass  das  Raisonnement,  einen  an- 
deren, grössere  Strenge  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  Namen 
können  wir  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers  in  diesem  Punkte 
nicht  wohl  einräumen,  —  uns  keineswegs  von  der  Richtigkeit 
dieses  Satzes  überzeugt  hat,  dass  wir  vielmehr,  wie  früher,  auch 
jetzt  noch  an  dessen  Unrichtigkeit  im  Allgemeinen  vollkommeo 
festhalten.  Zugleich  sind  wir  der  Meinung,  dass  solche  an  eine 
ältere  Zeit  erinnernde  allgemeine  Raisonnements,  wie  das  hier 
angewandte,  bei  der  Begründung  solcher  Sätze  nicht  mehr  am 
Orte  sind,  sondern  dass  ganz  strenge  Restbetrachtungen  hier  mehr 
als  irgendwo  nur  allein  zur  Wahrheit  führen  können.  Und  wo 
man  diese  nicht  geben  kann,  sollte  man  dergleichen  Sätze  lieber 
gar  nicht  aufstellen,  viel  weniger  namentlich  Anfängern  zur  An- 
wendung empfehlen.  Ueber  das  von  dem  Herrn  Verfasser  zur 
Begründung  des  fraglichen  Satzes  in  Anwendung  gebrachte  Rai- 
sonnement uns  weiter  zu  verbreiten,  fehlt  uns  hier  der  Raum, 
was  aber  auch  nicht  weiter  nöthig  sein  wird,  wenn  wir  über  die 
folgende  Bemerkung  des  Herrn  Verfassers  noch  einige  Worte 
beigebracht  hüben  werden.  Derselbe  sagt  nämlich :  „Cauchy 
namentlich  glaubt  ihn*)  thatsächlich  dadurch  zu  widerlegen,  dass 

er  /(*)=:  e~  w  *  setzt.    Alsdann  wHre  (§.  5.) 

2  _i  ^     2(1  -3*4) 


•)  d.  h.  drti  obigen  ShU." 


■  «  * 
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und  für  a:  =  0  weisen  diese  Grössen  dann,  wegen  e   °  =  0,  die 

Form  g  annehmen,  die  zwar,  wie  wir  §.  22.  sehen  werden,  so 

lange  Null  ist,  als  in  fW(x)  die  Zahl  n  es  ist  *),  aber  nicht  mehr, 
wenn  n  unendlich  gross  wird.  Man  kann  also  in  diesem  Falle 
Hie  Reihe  (30)**)  gar  nicht  anwenden,  und  es  folgt  hieraus  kei- 

neswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e  *  =  0." 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  im  letzteren  Theile  dieser  Be- 
merkung den  Herrn  Verfasser  nicht  recht  verstehen,  namentlich 
nicht  einzusehen  vermögen,  was  hier  die  Unterscheidung  zwischen 
einem  endlichen  und  unendlich  grossen  n  für  eine  Bedeutung 
haben,  was  daraus  in  Bezug  auf  die  fragliche  Behauptung  Cau- 
chy's  folgen  und  geschlossen  werden  soll,  die  wir  vielmehr  in 
Uebereinstimmung  mit  Moigno,  Duhamel,  u.  s.  w.  für  völlig  ge- 
rechtfertigt halten.  I  ' 

>  »/«.'•  \  i  •  .  . 

Für  /"(.r)  =  r  **  erhält  man  durch  successive  Differentiation 
leicht  nach  und  nach  die  folgenden  Ausdrücke: 

i  .  .  .  . 

i_ 

f*{x)  =  (—6x-*  +  4x^*)e   *5.  N 

i 

f%c)  =(24or-*-36^-r-f  8x~9)e  », 

flFfr)  =  (—  120a:-«  +  300x~8  -  U4jr-">  -f  16.r-,a) e  **, 

u.  s.  w.    u.  s.  w. 

and  schliesst  hieraus  anf  der  Stelle,  dass  allgemein  in  leicht  ver- 
ständlicher Bezeichnung : 

*  •  n  .  •   i  ,|    .     ....  . 

f  »>(*)  =  ( q^*H)  +  q,*-<«4  6)  +  -  +  Gut-3"  1 

ist,  ho  '  "    '   6  '  '  •  '  '  ':'c  J-  '  :  ' 

'  m  '''   V"     n  '    -  -     '    '",u  '     '  ' 


q,       c3f  c4,....6m 

•   •!  »  f..' 

endliche  völlig  bestimmte,  numerische  Coefficienten  sind.    Also  \u 


*)  Soll  wohl  heiudn:  „als  in  ß*)(x)  die  Zahl  //  e«^" 
**)  Elten  die  obige  Gleichung,  welche  hier  Improi 
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and  folglich,  weil  bekanntlich  ftr  jede«  reelle  or  ebne  Ausnahme : 
Ji     i  j.1    1  .   1    1  .    1      1  . 

ist: 

^ w -   «./i.1  i/i  « _._  1 — 1 — r~ 

oder 

Weil  man  nun  in  dieser  Formel  offenbar  die  positive  ganze  Zabl 
Ar  beliebig  gross  annehmen  kann,  wogegen  n  immer  einen  end- 
lichen völlig  bestimmten  Werth  behalt  und  hier  als  einen  solchen 
behaltend  aufgefasst  werden  muss,  so  wird  3n  —  2k  jedenfalls  end- 
lich negativ  werden ,  und  daher  in  Folge  der  obigen  Formel  offen- 
bar für  jedes  positive  ganze  n  immer 

/-(•)«»  =0 

sein,  wobei  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  brancht, 
das«  auch 

AQ)=0 

ist.  Alles  dieses  heisst  nur  so  viel,  dass  für  jedes  ganze  posi- 
tive «  der  Werth  des  Differentialquotienten  /W(ar)  verschwindet. 
Von  einer  eigentlichen  Veränderlichkeit  des  n,  wie  diese  bei 
einer  eigentlichen  unabhängigen  Variablen  zur  Betrachtung  kommt, 
ferner  von  einer  dadurch  etwa  bedingten  Annäherung  einer  anderen 
Grosse  an  eine  gewiese  Gränze  oder  etwa  ein  Wachsen  dieser 
Grosse  in's  Unendliche,  ist  hier  gar  keine  Rede.  Man  weis«, 
wie  schon  gesagt,  ganz  einfach  nichts  weiter,  will  gar  oichts  wei- 
ter wissen  und  braucht  auch  gar  nichts  weiter  zu  wissen,  als  dass 
für  jedes  positive  ganze  »,d.h.  allgemein,  /*■>(<))  verschwin- 
det, was  ich  oben  mit  jeder  mir  möglichen  Deutlichkeit  dargethan 
zu  haben  glaube.  Kommen  wir  nun  schliesslich  auf  den  Satz,  um 
welchen  es  sich  hier  handelt,  zurück,  dass  nämlich  zwischen  den 
^nzen .  zwischen  welchen  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 

in  folgender  Gleichung  convergirt,  allgemein 
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ztx) = /(O) + f  /*  (0) + o    + (0) + 


mio  soll,  sa  müsste  «ich  für  /fc)  =  e  *%  in  jedem  selchen  Falle 


•  •••  y 


also,  weil  jcUt  allgemein /W(0)=0  ist,  allgemein  ffir  jedes  x 

JL 

s  *a  =  0 

rein,  was  doch  gewiss  eben  Sd  utrrichtig  ist,  al*  es  u mw  eifert a f t 
ist,  dasw  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitsseichens 
im  vorliegenden  Falle  convergirt.   Hfilt  man  sich  nur  an  den  Sinn, 
welcher  dem  fraglichen  Satze  beigelegt  und  in  welchem  dessen 
Richtigkeit  behauptet,  auch  an  die  Art  und  Weise,  wie 
derselbe  von  Jedem,  der  ihn  braucht,  jedenfatfs  an- 
gewandt werden  wird,  so  scheint  es  mir  gar  nicht  zweifelhaft 
zusein»  dass  durch  das  obige  von  Cauchy  und  Anderen  ge- 
brauchte Beispiel  die  Falschheit  dieses  Satzes  (im  Allgemeinen) 
vollständig  nachgewiesen  wird.    Ein  anderes  von  Cauchy  gege- 
benes, zum  Nachweis  der  Falschheit  des  fraglichen  Satzes  in  Her 
Allgemeinheit,  in  welcher  er  behauptet  wird,  geeignetes  Beispiel 
».  ra.  in  den   „Lecons  sur  le  oalcu.l  dif ferenti el.  Parts 
1829.  p.  105.  und  bei  Moigno  p.  72.,  so  wie  bei  Duhamel  (T841) 
p.  89.,  welcher  Letztere,  im  Aoschluss  an  das  obige  Beispiel 

f (ar)  =  e  x*%  noch  allgemeiner  wie  Cauchy  sagt:  „M  snit  de 
la,  que  si  F(s)  est  utie  fonetion  dereloppabfe  par  la  se*He  de 

_i_ 

Maclaiurin,  F(x)+c  **,  developprfe  par  la  memo  fonrmule,  dan- 
»era  Heu  ä  une  serie  convergente,  mais  qui  repreaentera  F(fX)% 
et  «era  par  consequent  mesacte." 

Möge  der  Herr  Verfasser  in  die^etr  Bemerkungen  nichts  we#» 
ter  als  das  reine  Streben  nach  Wahrheit  erkennen*  Der  in  meh> 
reren  Beziehungen  nicht  In  Abrede  zu  steNenden  Verdienstlich* 
tat  seines  Buches,  die  wrr  innerhalb  der  oben  näher  bezeichneten 
Manzen  bereitrriffigst  und  freudigst  anerkennen,  soll  dadurch 
Abbruch  geschehen.'  G. 


Geomefr  f  e. 


üeber  dfe  Ke^e  »schnitte.    Vsrn  G,  Fr, Tb.  Koch,  Jfa>. 
attkus  am  Oynrnasinm  au  Budissin.  Progratnf*^ 
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Gymnasium*  zu  Budissin  von  Ostern  1851.  Budissin 
1851.   4.  .  ,      :       ,  * 

Dieses  schon  im  Jahre  1851  erschienene  Programm  ist  uns 
leider  erst  jetzt  bekannt  geworden.  Da  es  aber  zu  den  ▼erdienst- 
lichen Schriften  gehört,  welche  die  Hauptsätze  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  aus  einem  allen  diesen  Curveii  gemeinschaftlicheD 
allgemeinen  Princip  abzuleiten  suchen,  und  sich  leicht  der  verdienten 
Beachtung  entziehen  mochte,  so  scheint  die  folgende,  freilief)  verspä- 
tete Anzeige  wohl  gerechtfertigt  zu  sein.  Um  eine  deutliche  Ein- 
sicht in  das  Wesen  der  vom  .  Herrn  Verfasser  angewandten 
Metbode  zu  gewinnen,  ist  es  nothig,  die  folgenden  Erklärungen 
und  weiteren  Bestimmungen  mit  seinen  eigenen  Worten  vorauszu- 
schicken:   ..•*.}*'       ,  • 

,,£ine  Linie,  die  aus  an  einander  grenzenden  Sehnen  einer 
krummen  Linie  besteht,  heisse  eine  Sebnenlinie  dieser  krum- 
men Linie,  und,  wenn  diese  Sehnen  alle  gleich  sind,  eine  gleich- 
seitige Sebnenlinie;  der  Winkel,  welchen  zwei  an  einander 
gränzende  Sehnen  einer  solchen  Sehnenlinie  mit  einander  bilden, 
heisse  ein  Sehnen  winke I.     Die  gewöhnliche  Erklärung  der 
Kreislinie  mag,  der  später  davon  zu  machenden  Anwendung  wegen, 
mit  folgender  vertauscht  werden:   Eine  Linie,  die  so  gestaltet 
ist,  dass  alle  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  derselben, 
welche  aus  unendlich  vielen  gleichen  Sehnen  besteht,  immer  ein- 
ander  gleich  sind,  welche  Länge  auch  die  gleichen  Sehnen  haben 
mögen,  ist  eine  Kreislinie.   Ist  jeder  der  gleichen  Winket  die- 
ser Sebnenlinie*  kleiner  als, so  schneiden  sich  alle  diese 
gleichen  Winkel  halbirenden  Geraden  in  einem  Punkte,  welcher 
von  allen  Punkten  der  Kreislinie  gleich  weit  entfernt  ist  und  Mit- 
telpunkt de>  Kreislinie  beisst,  und  die  Kreislinie' ist  in  die- 
sem Falle  geschlossen,  wie  sieb  aus  der  gegebenen  Erklärung 
der  Kreislinie  leicht  nachweisen  lässt.    Kadius  und  Durch- 
messer haben  die  gewöhnliche  Bedeutung.    Eine  solche  ge- 
schlossene Kreislinie  heisse  eine  positive  Kreislinie,  die  %on 
ihr  begränzte  Ebene  heisse  der  positive  Kreis  oder  die  posi- 
tive Seite  der  Kreislinie,  die  auf  der  andern  Seite  der  Kreis- 
linie liegende  unendliche  Ebene  heisse  der  negative  Kreis, 
oder  die  negative  Seite  der  Kreislinie.   Die  Gerade,  welche 
einen  der  gleichen  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  einer 
Kreislinie  balbirt,  heisse  die  Axe  der  Kreislinie  oder  des  Krei- 
ses und  der  Scheitelpunkt  des  baibirten  Winkels  der  Anfang 
der  Axe.   Denkt  man  sich  nun  die  gleichen  Winkel  einer  gege- 
benen gleichseitigen  Sehnenlmie  einer  gegebenen  Kreislinie  alle 
tetig  und  gleicbmässig  zunehmend»  so  das«  sie  also  immer  ein» 
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ander  gleich  bleiben,  «od  zwar  so,  dass  dabei  der  Anfang  der  Axe 
in  seiner  Lage  bleibt,  und  dass  die  Axe,  welche  einen  der  Win- 
kel der  gegebenen  Sehnenlinie  halbirt,  diesen  Winkel,  während 
er  zunimmt,  auch  immer  halbirt,  so  entsteht  dadurch  fortwährend 
eine  gleichseitige  Sebnenlinie ,  welche  einer  sich  immer  ändernden 
Kreislinie  angehört,  deren  Radius  immer  zunimmt,  wie  leicht  zu 
beweisen.   Werden  die  Sehnenwinkel  durch  diese  Zunahme  end- 
lich gestreckte  Winkel,  so  wird  die  Kreislinie,  welcher  dann  die 
gleichseitige  Sehnenlinie  angehört,  eine  unendliche  Gerade,  mit 
welcher  die  gleichen  Sehnen  selbst  zusammenfallen,  und  die  die 
gleichen  Winkel  der  gleichseitigen  Sebnenlinie  halbirenden  Gera- 
den  werden  alle  zu  einander  parallel,  die  Kreislinie  hat  keinen 
Mittelpunkt  mehr,  oder  ihr  Mittelpunkt  liegt  in  unendlicher  Ent- 
fernung, ihr  Radius  wird  unendlich  gross.   Eino>solche  Kreislinie 
heisse  eine  unendliche  Kreislinie.   Die  positive  Seite  dieser  un- 
endlichen Kreislinie  ist  immer  die  Seite  derselben,  welche  die 
positive  Seite  der  Kreislinie  war,  ehe  die  letztere  unendlich  wurde. 
Denkt  man  sich  das  oben  angenommene  Wachsen  der  gleichen 
Sehnenwinkel  noch  weiter  fortgesetzt,  so  werden  diese  Winkel 
gleiche  coovexe  Winkel,  und  die  so  gebildete  Sebnenlinie  gebort 
wieder  einer  geschlossenen  Kreislinie  an,  welche  sich  aber,  rück- 
sichtlicb  der  ersten  Kreislinie,  aus  der  sie  entstanden  ist,  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  des  Anfangs  der  Axe  schliesst,  gleich* 
sam  umgebogen  ist,  so  dass  sie  nun  ihre  negative  Seite  einschliesst, 
und  ihre  positive  Seite,  die  unbegränzte  Ebene  ausserhalb  Her 
Kreislinie,  ausschliesst.    Die  die  convexen  Sehnenwinkel  halbi- 
renden Geraden  schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte,  wenn 
sie  rückwärts  verlängert  werden.     Die  Radien  einer  solchen 
Kreislinie  sind  also,  verglichen  mit  den  Radien  der  ersten  posi- 
tiven Kreislinie,  negativ,  denn  sie  entstehen,  wenn  die  die  glei- 
chen Sehnenwinkel  halbirenden  Geraden  über  die  Scheitelpunkte 
dieser  Winkel  hinaus  verlängert  werden,   während  die  Radien 
einer" positiven  Kreislinie  entstehen,  wenn  diese  Geraden  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  verlängert  werden.    Diese  Erwei- 
terung des  gewöhnlichen  Begriffs  vom  Kreise,  welche  nach  dein 
Gesetze'  der  Stetigkeit  in  der  Construction  von  Kaumbegriffen  sich 
aus  dem  obigen  Btldungsgesetze  der  Kreislinie  ergiebt,  ist  es 
hauptsächlich,  worauf  die  Allgemeinheit  der  Eigenschaften  aller 
Kegelschnitte  beruht,  und  dieser  weitere  Begriff  vom  Kreise  kann 
auch  sonst  mit  Vortheil  angewendet  werden ,  wie  z.  B.  in  den 
Formeln  der  Brechnngsgesetze  der  Linsen. 

Unter  der  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Kreislinie  ist. 
entsprechend  der  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden, 
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die  kürzeste  Gerade  zu  verstehen,  welche  «ich  von  dem  gegebe- 
nen Punkte  an  die  Kreislinie  ziehen  lässtf  welche  Gerade  be- 
kanntlich immer,  vorwärts  oder  rückwärts  verlängert»  durch  das 
Centrum  der  gegebenen  Kreislinie  geht. 

Auf  diese  Erklärungen  gründet  sich  nun  die  Erklärung  eines 
sogenannten  Kegelschnitts.  Ein  Kegelschnitt  ist  nehmlich 
eine  Linie,  in  welcher  jeder  Punkt  von  einer  gegebe- 
nen Kreislinie  und  einem  gegebenen  Punkte,  welcher 
auf  der  positiven  Seite  dieser  Kreislinie  liegt,  gleich- 
weit  entfernt  ist 

Ist  die  gegebene  Kreislinie  eine  positive,  so  heisst  der  Ke- 
gelschnitt eine  Ellipse;  ist  die  gegebene  Kreislinie  eine  un- 
endliche, so  heisst  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  ist  die  gege- 
bene Kreislinie  eine  negative,  so  heisst  der  Kegelschnitt  eine 
Hyperbel." 

Auf  die  vorhergehende  allgemeine  Erklärung  gründet  der  Herr 
Verfasser  nun  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  wobei  er  sieb,  da 
seine  Schrift  zugleich  einen  pädagogischen  Zweck  hat,  ganx 
richtig  einer  gemischten  geometrischen  und  algebraischen  Methode 
bedient,  indem  er  die  algebraische  Rechnung  stets  an  eine  Figur 
a  lisch  licsst. 

Möge  die  Schrift  hierdurch  der  Beachtung  unserer  Leser 
empfohlen  sein. 


Mechanik* 

üeber  Seilcurven.  Von  Dr.  T.  Spieker,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  zu  Potsdam.  (Vierter  Jahresbericht 
der  Städtischen  Realschule  zu  Potsdam.)  Potsdam. 
1858.  4". 

Oer  H  err  Verfasser  hat  schon  in  einem  früheren  Programm 
des  Gymnasiums  su  Bernburg  (1852)  eine  verdienstliche  Arbeit 
über  Seilpolygone  und  die  Kettenlinie  geliefert,  welches  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  LXXV1II.  S.  971.  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt, und  namentlich  der  bei  dieser  Untersuchung  angewaodteo 
elementaren  Methode  das  Wort  geredet  worden'  ist  An  jeoe 
frühere  Arbeit  schliesst  sich  die  vorliegende  zwar  in  gewisser 
Weise  an,  ist  aber  dessenungeachtet  von  derselben  unabhängig 
und  als  eine  ganz  selbstständige  Untersuchung  zu  betrachten,  weil 
der  Herr  Verfasser,  ohne  auf  seine  frühere  Arbeit  zurückzugehen, 
die  Differentialgleichungen  der  Seilcurven  hier  in  setbstständiger 
Weise  aus  den  leicht  zu  gewinnenden  Grundeigenschaften  der 
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■ 

Seil  polygne  entwickelt  hat  Denn  duss  bei  dem  vorliegenden 
Gegenstände  mit  blossen  elementaren  Metboden  ohne  die  grösete 
Weitläufigkeit  qicljt  mehr  auszukommen  war,  versteht  sich  von  selbst 

Die  von  dem  Herrn  Verfasser  bei  seiner  Untersuchung  be- 
folgten allgemeinen  Gesichtspunkte  giebt  derselbe  auf  folgende 
Art  an:  „Ein  in  zwei  Punkten  befestigte«,  vollkommen  biegsa- 
mes und  unausdehnbares  Seil  bildet,  wenn  nur  parallele  Schwer- 
kräfte auf  dasselbe  wirken,  eine  Seil-  oder  Kettencurve. 
Sind  die  Schwerkräfte  ausserdem  gleich,  ist  z.B.  das  Seil  aberalt 
von  gleicher  Dicke  und  Dichtigkeit,  so  ist  diese  Curve  die  ge- 
meine Kettenlinie.  Sind  dagegen  die  Schwerkräfte  verschie- 
den, ändert  sich  z.  B.  die  Dichtigkeit  des  Seils,  so  entstehen, 
so  bald  diese  Aenderung  eine  continuirliche  ist,  Seilcurven  von 
verschiedener  Gestalt.  Ist  nun  eine  Seilcurve  ihrer  Gestalt  nach 
bekannt,  so  ist  die  erste  Frage  nach  dem  Gesetze,  welches  die 
an  ihr  wirkenden  Schwerkräfte  und  die  Spannungen  innerhalb  des 
Seils  bei  ihrer  Aenderung  befolgen.  Nicht  minder  interessant  ist 
das  umgekehrte  Problem,  für  ein  vorgeschriebenes  Aenderung«. 
gesetz  der  Kräfte  oder  Spannungen  die  Gestalt  der  Kettencurve 
zu  finden.  Auch  die  Krümmung  und  der  Schwerpunkt  dieser  Ge- 
bilde sind  in  Untersuchung  zu  ziehen,  nnd  zeigen  gerade  sehr' 
allgemeine  und  einfache  Resultate." 

Geleitet  von  diesen  allgemeinen  Grundansichten  hat  der  Herr 
Verfasser  nun  nach  und  nach  zum  Gegenstande  seiner  Unter- 
suchung gemacht:  I.  Die  Grundrelationeo.  II.  Kräfte  und 
Spannungen  gegebener  Seilcurven.    1.  Der  Kettenkreis. 

2.  Die  Kettenparabel.  3.  Die  gleichseitige  Hyperbel  als  Seilcurve. 
4.  Die  Ketteocycloide.  III.  Seilcurven  gegebener  Kräfte 
oder  Spannungen.  (Ein  lehrreiches  Kapitel,  in  welchem  der 
Herr  Verfasser  jeden  der  drei  Fälle,  jenachdem  die  Schwerkräfte 
].  von  dem  Bogen  s;  oder  2.  von  den  Coordinaten  ar,  y\  oder 

3.  von  dem  Neigungswinkel  <p  der  Berührenden  gegen  den  Hori- 
zont abhängen,  besonders  betrachtet  hat,  was  Alles  wieder  durch 
zweckmässig  gewählte  und  manche  interessante  Beziehungen  dar- 
bietende Beispiele  erläutert  wird.)  IV.  Krümmung  der  K et- 
teneurven  im  Scheitel.  V.  Schwerpunkt  der  Ketten- 
eu r  v  e  n. 

Indem  wir  uns  mit  dieser  allgemeinen  Inhaltsangabe  dieses 
sehr  leseneu ertben  Programms  begnügen  müssen,  können  wir  nur 
noch  im  Allgemeinen  hinzufügen,  dass  wir  dasselbe  für  einen  sehr 
dankenswertben  Beitrag  zur  höheren  Geometrie  und  Mechanik  hal- 
ten, wodurch  der  Herr  Verfasser,  wie  durch  seine  oben  erwähnte, 
mehr  elementar  gehaltene  Arbeit,  einen  neuen  Beweis  seines 
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schonen  Talents  für  die  zweckmässige ,  möglichst  einfache  Be- 
handlung solcher  Gegenstände  geliefert  hat,  wozu  wir  ihm  ond 
der  Lehranstalt,  welcher  er  seine  Krftfte  widmet,  von  Herzen 
Gluck  wünschen. 


Krystallograpbie. 

Ergänzungen  zur  Krys tallonietrie  des  regulären 
Systems.  Von  Dr.  J.  H.  T.  Müller,  Oberscbulrath  und 
Director  des  Herzoglichen  Realgymnasiums  zu  Wies- 
baden.  Wiesbaden.  Ohne  Jahreszahl.  4. 

Diese  Schrift  enthält  in  ihrer  ersten  Hälfte  ein  abgeschlosse- 
nes Ganzes,  nämlich  eine  Tafel  der  Cosinus  aller  Flächenwinkel 
des  allgemeinsten  Körpers  des  regulären  Systems,  in  einer  dem 
Bedürfnisse  der  Theorie  entsprechenden  Bezeichnungsweise.  Der 
zweiten  Hälfte,  welche  ein  Bruchstück  einer  ausführlicheren  Ar- 
beit ist,  kam  es  lediglich  darauf  an,  den  Weg  zu  zeigen,  wie 
man  aus  ein  Paar  Keilen  des  AcbtundvierzigflSchners  dessen 
Azen  bestimmen  könne,  während  die  Krystallograpben  nur  den 
umgekehrten  Weg  zu  zeigen  pflegen,  der  den  Mineralogen  über 
die  Art  zu  den  Axencoefßcienten  durch  Messung  zu  gelangen  im 
Dunkeln  lässt.  Das  den  kleinen  Aufsatz  besch liessende  Abhän- 
gigkeitsgesetz der  drei  Achtundvierzigtlächnerkeile  dürfte  bisher 
noch  nicht  bekannt  gewesen  sein,  und  verdient  den  für  Krygtal- 
lographie  sich  interessirenden  Lesern ,  so  wie  die  ganze  verdienst* 
liehe  Schrift,  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 


C  u  r  i  o  s  i  t  ä  t. 

In  einem  den  so  eben  erschienenen  Grundlehren  der  höhe- 
ren Analysis  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Thl.  II.  Integral- 
rechnung. Braunschweig  1858.  beigegebenen  „Offenen 
Sendschreiben"  findet  sieb  am  Ende  folgende 

„Literarische  Anzeige." 

„Ich  halte  es  fär  noth wendig:  Blätter  für  mathematische 
Antikritik  in  zwanglosen  Heften  herauszugeben,  damit  die  man- 
cherlei schiefen  Ansichten  und  grundlosen  Urtheile,  welche  nament- 
lich in  den  secundären  mathematischen  Zeitschriften  verbreitet 
werden,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  werden! 

Heidelberg,  den  25.  Jan.  1858.  Dr.  Schnuse." 


Herr  Schnuse  find  Kritik  III 
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Literarischer  Bericht 

CXXIII. 


Am  15.  August  (1858)  starb  in  dessen  der  als  Lehrer  sehr 
geschätzte  ausserordentliche  Professor  Dr.  Friedrich  Zammi- 
ner,  erst  41  Jahr  alt.  Derselbe  hat  sich  auch  durch  mehrere 
verdienstliche  schriftstellerische  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  und  Physik  vorteilhaft  bekannt  gemacht  und  einen 
geachteten  Namen  erworben.  Dem  Herausgeber  des  Archivs  hat 
er,  so  lange  dieser  mit  ihm  in  Briefwechsel  zu  stehen  das  Glück 
hatte,  sehr  viele  Freundlichkeit  erwiesen,  was  ihm  stets  ein  dank- 
bares  Andenken  in  dessen  Herzen  sichern  wird,  um  so  mehr, 
weil  die  höchst  ehrenhafte  Gesinnung  und  Lebensanschauung,  die 
in  allen  »einen  Briefen  sich  aussprach,  die  grüsste  Achtung  vor 
seinem  trefflichen  Charakter  erwecken  musste,  und  seinen  frühen 
Verlast  für  sein  Vaterland  und  die  Wissenschaft  nur  als  einen 
um  so  grosseren  erscheinen  und  bedauern  lässt.  Wir  unterlassen 
jetzt  mehr  über  den  Verstorbenen  zu  sagen,  wünschen  aber  sehr, 
dass  uns  recht  bald  aus  kundiger  Feder  ein  zugleich  seine  wis- 
senschaftlichen Leistungen  würdigender  Necrolog  eingesandt  wer- 
den möge,  den  in  den  Lite  rar.  Ber.  unserer  Zeitschrift  aufzuneh- 
meu  ans  zu  wahrer  Freude  gereichen  wird.  G. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik, 

Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  Sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1858.  Vingt- 
(juatrieme  annee.   Bruxelles.  1858. 
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Ausser  seinem  allen  Jahrgängen  gemeinschaftlichen  Inhalte  über 
die  Einrichtung  der  Akademie  und  die  Vorgänge  in  derselben,  ent- 
hält dieser  Jahrgang  eine  von  Herrn  D'Omalius  d* Hailoy  ver- 
fasste  Notice  (biograp h ique)  sur  Andre  Dumont,  Merabre 
de  l'Academie,  ne*  ä  Liege  le  15  Fävrier  1809,  däcede*  a 
Möns  le  28.  Fe*v.rier  1857,  welcher  als  Mineralog  und  Geolog 
dem  Kreise  des  Archivs  ferner  steht  Aber  in  literarischer  Rück- 
sicht ist  dieser  Jahrgang  sehr  wichtig,  und  fordert  eine  Anzeige 
in  diesen  Literarischen  Berichten.  Denn  derselbe  enthält  auf 
114  Seiten  ein  vollständiges  Inhaltsverzeichnis*  der  in  wissen- 
schaftlicher  Rucksicht  so  wichtigen  Memoiren  der  Belgischen 
Akademie,  welches  für  jeden  Mathematiker,  Physiker  u.  s.  w.  eio 
sehr  wichtiges  literarisches  Hülfsraittel  sein  wird,  wenn  er  bei 
seinen  eigenen  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  Belgischer  Gelehrtes 
zurückzugehen  Veranlassung  finden  sollte,  weshalb  wir  unsere 
Leser  auf  dieses  höchst  verdienstliche  In  halt  Verzeichnis«  dringend 
aufmerksam  machen.  Dasselbe  besteht  aus  den  folgenden  Ab- 
theilungen: I.  Table  ge'ne'rale  par  volumes.  p.  102 — p.132. 
Nouveaux  rae'moires  de  l'Academie  royale  des  sciences  et  des 
bclles- lettres  de  ßruxelles.  Me'moires  des  membres.  Tomel. 
1820.  —  Tome  XXX.  1857.  —  p.  133.  —  p.  147.  Memoire«  cou- 
rönne's  par  l'Academie  royale  des  sciences  et  des  bei I es  -  lettres 
de  Bruxelles.  Tome  1.  1847.  -  Tome  XXVIII.  1856.  4°.  - 
p.  148.— 149.  Me'moires  couronnls  publica  dans  le  format  in  8°. 
Tome  I.  1840.  —  Tome  VI.  1855.  —  11.  Table  des  noms  d'au 
teurs  p.  151.— p.  182.—  III.  Table  des  matteres  p.  183.-2U 

Mochten  doch  auch  andere  Akademien  solche  vollständige 
Verzeichnisse  ihrer  Schriften  veröffentlichen,  die  fär  alle,  deneo 
keine  grossen  Öffentlichen  Bibliotheken  zu  Gebote  stehen,  eres  ehr 
wichtiges  Hülfsmittel  darbieten  und  gewiss  mit  grossem  Danke  auf- 
genommen werden  wurden.  Auch  mochte  —  beiläufig  gesagt  —  eine 
Fortführung  des  für  seine  Zeit  sehr  verdienstlichen:  Repertortum 
commentationum  a  societatibus  litterar'ris  editarom. 
Secundum  disciplinarum  ordinem  digessft  J.  D.  Reusa. 
(Mathesis  etc.  etc.  Tom.  VII.  Gottingae.  1808.)  bis  auf  die 
jetzige  Zeit  ein  sehr  anzuratendes  literarisches  Unternehmen  sein, 

und  gewiss  von  allen  Gelehrten  mit  Dank  aufgenommen  werden. 

» 

'r  / 

Trigonometrie. 

V  *  * 

Logarithraisch- trigonometrisch«  I) reieck«b^r*ch 
nung.    Eine  Sammlung  berechneter  Beimpfe)»  für  den 
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Schulgebrauch.  Von  C.  Powalky.  Ebene,  Trigonome- 
trie. Berlin.   Dürowler.   1858.  8°. 

Diese  Schrift  enthalt  eine  grosse  Anzahl  berechneter  numerischer 
Beispiele  zur  ebenen  Trigonometrie,  und  scheint,  so  weit  sich  ohne 
längeren  Gebrauch  darüber  artheilen  lässt,  mit  grossem  Pleisse  und 
grosser  Sorgfalt  bearbeitet  zu  sein.  Für  die  ebene  Trigonometrie 
hat  sich  der  Herr  Verfasser  darauf  beschränkt,  eine  grosse  Aus- 
wahl von  jeder  Art  der  einfachen  Dreiecks -Berechnungen  zu  ge- 
ben  und  ausserdem  einige  einfache  und  Zusammengesetze  Bei* 
spiele  der  Aufgabe:  Wenn  4  Punkte  gegeben  sind,  die  Entfernung 
von  zweien  derselben  und  die  Winkel  an  jedem  von  2  Punkten 
nach  den  anderen  3  Punkten,  die  Entfernung  der  anderen  Punkte 
von  einander  und  im  Allgemeinen  die  Seiten,  Diagonalen  und 
Winkel  des  durch  die  4  Punkte  bezeichneten  Vierecks  zu  be- 
stimmen (mit  Einschluss  des1  oach  P  o  th  e  n  o  t  benannten  Problems). 
Die  uns  noch  nicht  vorliegenden  Aufgaben  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  sollen  häuGg  eine  astronomische  Einkleidung  er- 
halten, wobei  für  die  zu  Grunde  zu  legenden  Zahlen-Angaben  das 
Berliner  Jahrbuch  för  1860  benutzt  worden  ist,  wobei  wir 
im  Interesse  preußischer  Schulen  bemerken,  dass  wir  lieber  ge- 
sehen hätten,  wenn  der  Herr  Verfasser  das  nautische  Jahr« 
buch  von  Bremiker  zu  Grunde  gelegt  hätte,  welche«  viel 
wohlfeiler  ist  als  das  Berliner  Jahrbuch  (es  kostet  nur  16  Sgr.) 
und  schon  deshalb  den  Schulen  weit  näher  liegt,  ganz  abge- 
sehen von  seinem  för  (Schulen  sich  auch  mehr  eignenden  In- 
halte. In  einer  Einleitung  sind  Hie  allgemeinen  Rechnungsvor- 
schrifteu  in  geeigneter  Weise  erläutert.  Wir  glauben  auf  diese 
Schrift  als  ein  zweckmässiges  HQlfsmittel  för  den  Unterricht  in 
der  Trigonometrie  aufmerksam  machen,  zu  müssen,  namentlich 
auch  wegen  der  grossen  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts. 


Mechanik« 

Lehrbuch  der  höheren  Mechanik  von  Louis  Navler. 
Deutsch  herausgegeben  von  Ludewig  Mejer,  Lehrer 
am  Lyceum  zu  Hannover.  Navier's  Lehrbuch  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung.  Supplementband. 
Hannover.   Hahn.  1868.  8.  1  Tblr. 

Diese  Ueberaetzung  des  Resuroe'  des  levons  de  me'ca- 
nique  donnies  ä  l'äcole  poly techni que  par  M.  JNavier. 
Par  is.  1841.  ist  mit  Fleiss  und  Sachkenntnis  gearbeitet,  und  wird 
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manchen  praktischen  Lehranstalten,  auf  denen  das  Buch  als  Lehr- 
bach gebraucht  wird,  willkommen  sein.  Das  Buch  bietet  manche 
Eigentümlichkeiten  dar,  namentlich  in  der  Entwickeluog  der 
Grundelemente  der  Statik,  die  freilich  sich  schwerlich  allgemei- 
nen Beifalls  erfreuen  durfte,  was  auch  der  Vorredner,  Herr  Pro-i 
fessor  Wittstein  in  Hannover,  ganz  richtig  andeutet  Wir  ha- 
ben aber  darüber  hier  um  so  weniger  weiter  etwas  zu  bemerken, 
weil  der  lobalt  des  schon  im  Jahre  1841  erschienenen  und  sehr 
verbreiteten  Buchs  allgemein  bekannt  ist,  und  es  hier  zunächst 
nur  darauf  ankam,  die  Existenz  der  vorliegenden  recht  guteo 
Uebersetzung  anzuzeigen. 


Geodäsie. 

Studien  Ober  die  Metboden  und  die  Benützung  hyp- 
sometrischer Arbeiten,  nachgewiesen  an  den  Ni- 
veauverhältnissen der  Umgebungen  von  Prag.  Eis 
neuer  Beitrag  zur  Geodäsie  und  zur  Urographie  von 
Carl  Koristka,  Professor  der  Geodäsie  am  polytech- 
nischen Institute  zu  Prag,  der  Koiiigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  daselbst  und  mehrerer  anderen 
gelehrten  Gesellschaften  Mitgliede.  Mit  zwei  Niveau- 
karten und  mehreren  Holzschnitten.  Gotha.  Justo* 
Perthes.   1853.  4°.  2  Thlr.  10  Sgr. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  verdienstlichen  ood  io 
vielen  Beziehungen  wichtigen  Werks  hat  seit  einer  längeren  Reihe 
von  Jahren,  theils  auf  Veranlassung  der  k.  k.  geologischen  Reicbs- 
aii8talt  in  Wien,  theils  -  auf  Veranlassung  der  naturwissenschaft- 
lichen Section  des  böhmischen  Landes -Museums,  sich  mit  hyp- 
sometrischen und  orograpbischen  Arbeiten  in  den  nordostlichen 
Alpen  und  in  der  Stadt  Prag  und  deren  Umgebungen  eifrig  be- 
schäftigt, und  diesen,  je  mehr  es  an  dergleichen  Arbeiten  leider 
noch  fehlt,  desto  verdienstlichem  Arbeiten  einen  grossen  Theil 
seiner  Zeit  und  Kräfte  gewidmet.  Als  eine  Frucht  dieser  Arbei- 
ten, namentlich  der  letzteren,  kann  dieses  Werk  betrachtet  wer- 
den. Um  aber  den  Leser  sogleich  auf  den  richtigen  Standpvsft 
zu  stellen,  aus  welchem  er  dasselbe  zu  beurtheileo  bat,  und  ihm 
den  richtigen  Maassstab  für  dessen  Wichtigkeit  an  die  Haod  xu 
geben,  müssen  wir  gleich  von  vorn  herein  bemerken,  dass  dasselbe 
keineswegs  bloss  die  Resultate  der  in  Prag  und  dessen  Umpe 
bungen  ausgeführten  hypsometrischen  Arbeiten,  sondern  vielmehr 
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ganz  besonders  eine  nach  unserer  Meinung  vorzügliche  Anleitung 
za  der  Ausrunrung  und  Anordnung  solcher  Arbeiten  überhaupt, 
Welche  durch  jene  specialen  Arbeiten  in  Prag  und  seinen  Um- 
gebungen  wie  durch  ein  vollständig  ausgeführtes  Beispiel  treff- 
.  lieh  erläutert  wird,  enthält,  so  dass  wir  das  vorliegende  Werk 
für  Jeden,  der  mit  der  Ausfuhrung  ähnlicher  Arbeiten  sich  zu 
beschäftigen  beabsichtigt,  unentbehrlich  halten.  Und  eben  wegen 
seines  trefflichen  Gehalts  in  allgemein  wissenschaftlicher  oder 
theoretischer  Beziehung  —  neben  den  sehr  verdienstlichen  prak- 
tischen Resultaten  —  muss  dieses  Werk  als  ein  sehr  werthvoller 
Beitrag  zur  Geodäsie  Oberhaupt  betrachtet  werden. 

Von  den  verschiedenen  Methoden,  nach  denen  Höbesbestim- 
mungen  sich  ausführen  lassen,  hat  der  Herr  Verfasser  die  drei 
wichtigsten  und  in  der  Praxis  bei  Weitem  am  Häufigsten  und 
mit  der  grössten  Aussicht  auf  hinreichende  Genauigkeit  in  An« 
wendung  kommenden,  nämlich  die  trigonometrische  Methode, 
das  Nivellement  im  eigentlichen  Sinne  und  die  barometrische 
Methode,  deren  Kenntniss  natürlich  im  Allgemeinen  bei  dem  Leser 
vorausgesetzt  wird,  einer  sorgfaltigen  Untersuchung  unterworfen, 
rücksichtlich  der  von  ihnen  zu  erwartenden  Genauigkeit  gegen 
einander  abgewogen,  und,  was  wir  überhaupt  fär  ein  wesentliches 
Verdienst  dieses  Werks  halten,  die  möglichen  Fehler  vollständig 
nachgewiesen,  so  wie  deren  Einfluss  auf  die  Resultate  genau 
untersucht  und  dadurch  überall  einen  Maassstab  (ür  die  zuerrei-» 
chende  Genauigkeit  oder  eine  Gränze  fär  die  zu  befürchtenden 
Fehler  zu  gewinnen  gesucht,  wobei  durchgängig  die  bekannten 
neueren  theoretischen  Methoden,  welche  man  dergleichen  Bestim- 
mungen zu  Grunde  zu  legen  hat,  mit  grosser  Umsicht  in  Anwen- 
dung gebracht  worden  sind.  Der  trigonometrischen  Methode  ist 
mit  Recht  die  meiste  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  dieselbe 
ist  bei  den  Messungen  in  den  Umgebungen  Prags  vorzugsweise 
oder  fast  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden.  Die  zur 
Berechnung  der  Höhen  in  Bezug  auf  einen  gewissen  Horizont 
erforderlichen  Distanzen  hat  der  Herr  Verfasser  aus  guten  Karten 
entnommen,  was  immer  nothwendig  und  zweckmässig  sein  wird, 
wenn  die  Messungen  vorzugsweise  hypsometrischen  Zwecken 
dienen»  und  nicht  zu  viele  Zeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen  sollen. 
Zur  Messung  der  Höhenwinkel  ist  aber  auf  S.  6.  ein  zweckmässig 
namentlich  sehr  leicht  transportables  Instrument  beschrieben 
bei  welchem  eigentlich  das  den  bekannten  trefflichen 
Stampfer  seben  Nivellir« Instrumenten,  die  in  dem  polytechni- 
Institute  in  Wien  in  so  ausgezeichneter  Weise  verfertigt 
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Schraub«  an  einem  kleinen  leicht  trauaportabJeu  Theodoliten  in  Aa- 
wendong  gebracht  worden  ist,  ao  dass  sich  mit  diesem  Instrumente 
Winke!  bis  6»  sehr  scharf,  bis  50°  noch  mit  der  Genauigkeit  einer 
Minute  messen  lassen.  Nimmt  man  das  umlegbare  Fernrohr  aus 
den  Trägern,  so  kann  das  Instrument  m  ein  kleines  leichtes  Le- 
derfutteral gepackt  ,  und  bei  den  grftssten  Gebirgsreisen  an  einem 
Hangerieinen  ohne  besondere  Beschwerlichkeit  getragen  werden. 
Als  Stativ  dient  ein  Zapfenstativ,  dessen  drei  Füsse  sich  auf  der 
Reise  gut  in  einen  einzigen  starken  zusammen  legen  lassen  *). 
Das  eigentliche  Nivellement  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  der 
Stadt  Prag  selbst  und  ihren  nächsten  Umgebungen  angewandt 
worden,  wobei  der  Assistent  bei'm  Lehrfache  der  Geodäsie  am 
Prager  polytechnischen  Institute,  Herr  M.  Sluka,  die  verdienst- 
lichste Hülfe  leistete**);  und  die  barometrische  Methode. hat  über 
all,  wo  ihr  Gebrauch  zweckmässig  schien  und  namentlich  eine 
Vergleichuog  mit  früheren  derartigen  Messungen  gestattete,  An- 
wendung gefunden. 

In  dem  zweiten,  „die  orographischen  Resultate"  über- 
schriebenen  Abschnitte  beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  sehr 
lehrreicher  Weise  zunächst  mit  den  verschiedenen  graphischen 
Darstellungsmethoden  der  Höhenverhältnisse.  In  Deutschland  war, 
und  ist  wohl  auch  theilweise  noch,  in  dieser  Beziehung  vielfach 
die  Lehmann'sche  Methode***)  in  Gebrauch.  Wer  aber  aus 
Erfahrung  weihst),  welcher  Aufwand  von  Zeit  und  Mähe  in  An- 
spruch genommen  wird,  und  welche  Anstrengungen  dem  so 
kostbaren  Auge  zugemuthet  werden  müssen,  wenn  man  sich  eine 
hinreichende  Uebung  in  der  Ausführung  eine  scbüne  Ansicht  ge- 
währender derartiger  Zeichnungen  erwerben  will,  —  (wenn  man 


*)  Da  wir  hoffen  und  wünschen,  duts  da«  vorliegende  verdienstlich« 
Werk  da«  Interesse  für  hypsometrische  Arbeiten  neu  beleben  und  tu 
denselben  Veranlassung  geben  wird  ,  «o  ersuchen  wir  den  Herrn  Ver- 
fasser, uns  snr  Mittheilung  im  Archiv  die  Werkstätten,  aus  denen  da« 
fragliche  Instrument  in  vorzüglicher  Güte  bezogen  werden  kann,  nebit 
den  Preisen  für  die  verschiedenen  Arten  und  Dimensionen  desselben  ge- 
fälligst anzugeben.  O. 

**)  Auch  den  Herren  Krcjcl  und  W.  Jirsak  bekennt  «ich  der 
Herr  Verfasser  für  mannigfaltige  Hülfsleisttingen  zu  Dank  verpflichtet 

•**)  Ausser  welcher  der  Herr  Verfasser  auch  die  alt- französische 
oder  italienische  Methode  ausführlich  bespricht. 

f)  Aach  der  Herausgeber  des  Archiv«  darf  «Ich  anmaasseo  hierbei 
ein  Wort  mitzureden,  da  in  «einer  Absicht  arsprnnglich  die  Verfolgung 
einer  praktischen  raathematischen  Laufbahn  lag,  und  er  eigentlich  «uf 
durch  Zufall  der  reinen  Theorie  «ogefufcrt  werden  Ui. 
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dabei  namentlich  noch  in  Anschlag-  bringt,  da?«  dieselben  doch  gewiss 
keineswegs  den  beabsichtigten  Zweck  auch  nur  in  annähernder 
Vollständigkeit  erfüllen)  — wird  gewiss  mit  uns  wünschen,  dass  diese 
Methode  bald  gänzlich  aufgegeben  und  verlassen  werde*).  Wir 
.  billigen  es  daher  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  Entwerfung 
der  beiden  dem  Werke  beigegebenen  schonen  Niveaukarten  der 
Stadt  Prag  und  ihrer  Umgebung  eine  Methode  in  Anwendung  ge- 
bracht bat,  welche  wir  die  reine  Methode  der  Schichten-  oder 
Niveaulinien,  oder  am  kürzesten  die  Methode  der  Horizontalen, 
nennen  mochten,  die,  in  ihrem  Princip  sehr  einfach,  gewiss  allen 
billigen  Anforderungen  genügt.    Man  denkt  sich  nämlich,  von  der 
Oberfläche  des  Meeres  angefangen,  durch  das  Terrain  in  gleich 
grossen  Vertikalabständen  horizontale  Ebenen  gelegt,  welche  die 
Oberfläche  des  Terrains  in  gewissen  Union,  den  Niveaulinien, 
Schichtenlinien  oder  Horizontalen  schneiden;  diese  Curven  werden 
auf  den  Horizont  projicirt,  die  Projectionen  in  die  Karten  ein- 
getragen, und  denselben  ihre  Seehohen  beigeschrieben.    Auf  der 
Niveaukarte  der  Stadt  Prag  ist  die  Höhe  der  Schichten  =  1  Wie- 
ner Klafter  =6  Wiener  Fuss,  auf  der  Niveaukarte  der  Umge- 
bungen von  Prag  dagegen  =  10  Wiener  Klaftern  =  00  Fuss  an- 
genommen; der  Maassstab  der  letzteren  ist  1  Zoll  =200  Klaftern» 
der  Maassstab  der  letzteren  dagegen  1  Zoll  =2000  Klaftern.  Nach 
den  verschiedenen  Höhen  der  Schichten  sind  dieselben  in  ver- 
schiedenen Farbentönen  illuminirt,  natürlich  nicht  jede  einzelne 
Schicht,  sondern  mehrere  zusammen  mit  gleicher  Farbe  nach  einer 
einfachen  Gruppirung.    Die  niedrigsten  Schichten  sind  weiss,  die 
höchsten  am  dunkelsten  gehalten.   Häufig  wird  umgekehrt  verfah- 
ren; für  das  Verfahren  des  Herrn  Verfassers  spricht  aber  schon 
der  Umstand,  dass  das  niedrigste  Terrain  gewöhnlich  das  am  mei- 
sten bevölkerte  ist,  also  auch  das  meiste  Detail  enthält.  Ueber- 
haupt  sollte  man  bei  allen  diesen  Dingen  das  Schünheitsprincip 
immer  dem  Nfltzlichkeitsprincip  unterordnen,  was  auch  der  Herr 
Verfasser  in  sehr  einsichtsvoller,  ein  richtiges  Maass  haltender 
Weise  gethan  hat.    Beide  Karten  sind  mit  der  grössten  Sorgfalt, 
Genauigkeit  und  Sauberkeit  ausgeführt  und  können  als  Muster 
gelten.    Auf  eine  Menge  lehrreicher  Bemerkungen  im  zweiten 
Abschnitte  über  die  vertikale  Erhebung  des  Bodens,  Neigungs- 
winkel desselben,  Waeeerlauf  (hierbei  auch  die  Lignes  de  la  plus 

-•.«««.■»■.•  '  '  i 

•)  BePtn  prenssischvn  Heere  hat  bekanntlich  der  kürzlich  in  hohem 
Aller  verstorbene  hochverdiente  General  v.  Muffling,  schon  vor  ziem- 
lich langer  Zeit,  einer  gegen  die  Leh  mann '«che  sehr  vereinfachten 
Methode  Eingang  und  Geltung  zu  verschaffen  gesucht. 
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grande  pente),  Terminologie  u.  8.  w.  können  wir  hier  nur  noch 
ganz  im  Allgemeinen  aufmerksam  machen. 

Wir  niederholen  zum  Scbluss,  dass  wir  dieses  Werk  sowohl 
in  theoretischer  als  praktischer  Röcksicht  für  sehr  wichtig  halten, 
so  dass  Niemand,  wer  sich  mit  hypsometrischen  Arbeiten  zu  be- 
schäftigen denkt,  dasselbe  wird  entbehren  können.  Es  ist  ein 
sehr  verdienstlicher  Beitrag  zur  wissenschaftlichen  Geodäsie  und 
liefert  in  praktischer  Rucksicht  ein  sehr  anschauliches  Bild  der 
Configuration  einer  in  geologischer  und  orographiscber  Rücksicht 
sehr  merkwürdigen  Gegend,  so  dass  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu 
der  Vollendung  dieser  verdienstlichen  hypsometrischen  Arbeiten, 
so  weit  sie  bis  jetzt  geführt  worden  sind,  ohne  dass  derselbe  sie, 
wie  wir  annehmen  zu  dürfen  glauben,  als  abgeschlossen  betrach- 
tet, nur  Glück  wünschen  können. 


Vermischte  Schriften. 

* 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pnbblicata 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genoccbi  a  Torioo,  B.  Torto- 
lini a  Roma.   4°.   (S.  Literar.  Br.  No.  CXX1.  S.  15). 

No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1858.)  Sopra  le  funzioni  simmetriche 
delle  soluzioui  comuni  a  piü  equazioni  algebriche.  Memoria  del 
Prof.  Enrico  Betti.  p.  193.  —  Teorica  de'  moti  piccioli  d*un 
gelleggiante  omogeneo.  Memoria  del  Prof.  Delfino  Codazzi. 
p.205.  —  Memoire  sur  la  probabilite'  des  erreurs  dans  la  somme, 
ou  dans  la  moyenne  de  plusieurs  observations  par  le  P.  M.  Jul- 
lien  S.  J.  (Continuazione  e  fine).  p.  227.  —  Sulla  determinaziooe 
de  coefGcienti  della  trasformata  di  Tschirnaus:  applicazione  alla 
ridotta  di  Jerrard  dell'  Equazione  generale  di  quinto  grado.  Nota 
del  Prof.  Giov.  Lavagna.  p.  238. 

»  ™ 

mivlsta  blbltoffraplifra.  Sulla  simultanes  trasformazione 
di  due  forme  quadratiche.  Articolo  del  Prof.  Francesco  Brio- 
schi. p.  250.  —  Sulla  risoluztone  deir  Equazioni  di  quinto  grade. 
Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p. 256.  —  Sülle  funzioni  Ber- 
noulliane  ed  Euleriane.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  q. 264. 
Pubblicazioni  recenti.  p.  264. 
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Geodäsie. 

.  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einander  and 
Anwendung  derselben  auf  höhere  Geodäsie  von  Dr. 
J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik  an  der  poly- 
technischen Schule  zu  Carlsruhe.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig.  Vieweg. 
1858.  8. 

Bei  der  grossen  Ausdehnung,  welche  gegenwärtig  die  Mathe- 
matik gewonnen  hat,  halten  wir  Monographien  wie  die  vorliegende, 
welche  Gegenstände  von  grosser  wissenschaftlicher  Bedeutung  in 
einer  auch  weniger  GeÄbten  möglichst  leicht  zugänglichen  Weise 
behandeln  und,  namentlich  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen, 
«reiche  sich  oft  von  denselben  machen  lassen,  weiter  ausführen. 
Zu  dieser  Klasse  nach  unserer  Meinung  sehr  verdienstlicher 
Schritten  gehört  auch  die  vorliegende  des  den  Lesern  des  Archivs 
als  gründlicher  und. gewandter  Mathematiker  längst  bekannten  Herrn 
Verfassers.  Dieselbe  beschäftigt  sich  im  Allgemeinen  mit  der 
Aufgabe:  „Die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  Hie  Abbildung  dem  Abge- 
bildeten in  den  kleinsten  Tbeilen  ähnlich  wird",  in  einer,  an  die 
in  verschiedenen  Schriften  publicirten  bekannten  berühmten  Ar- 
beiten von  Gauss  im  Wesentlichen  zwar  sich  anschliessenden, 
tber  doch  vielfach  eigentümlichen,  überaus  fasslichen  Weise,  so 
dass  wir  diese  Schrift  allen,  die  sich  mit  höheren  geodätischen  Ar* 
beiten  zu  beschäftigen  haben,  dringend  empfehlen,  so  wie  wir 
selbst  dieselbe  mit  Vergnügen  gelesen  haben.  Die  allgemeine 
Theorie  ist,  wie  gesagt,  zuerst  sehr  fasslich  entwickelt  und  dann 
*nf  verschiedene  besondere  Karten  -Prnjectionen  in  lehrreicher 
Weise  angewandt  worden.  Der  Inhalt  ist  im  Allgemeinen  folgen- 
der: „Theorie  der  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einan- 
der. —  Anwendung  auf  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid.  — 
Anwendung  auf  Kartenprojectionen  (Seekarten.  Stereographische 
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Polarprojection.  Stereographische  Aequatorealprojection).  —  Ab- 
bildung des  Ellipsoids  auf  einer  Kugel.  —  Bestimmung  der  geo- 
graphischen Lage  der  Eckpunkte,  eines  geodätischen  Netxes.  — 
Correctionen,  welche  an  die  Resultate  anzubringen  sind.  —  Aus- 
zug aus  der  Gauss 'scheu  Tafel.'4 

Möge  der  Herr  Verfasser  die  mathematische  Literatur  noch 
öfter  mit  solchen  lehrreichen  Monographien  beschenken. 


Praktische  Mechanik. 

Theorie  und  Bau  der  Wasser-Räder  von  J.  Redten- 

* 

bacher,  Director  der  polytechnischen  Schule  zu  Carls- 
ruhe und  Professor  des  Maschinenbaues.  Mit  6  klei- 
nen Tafeln  und  einem  Atlas  von  25  litbograp  hirten  Ta* 
fein.  Zweite  Auflage.  Mannheim.  Bassermann.  1S5& 
4.   10  Thlr. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werke*, 
in  welchem  die  Theorie  der  Wasserräder  von  ganz  eigenthom- 
lichen  Standpunkten  aus  behandelt  ist,  für  den  Maschinenbau, 
zeigen  wir  das  Erscheinen  dieser  zweiten  Auflage  hier  an»  ohne 
ans  weiter  über  das  seinem  Inhalte  nach  hinreichend  bekannte 
Werk  zu  verbreiten,  indem  der  geehrte  Herr  Verfasser  in  der 
Vorrede  selbst  sagt,  dass  die  zweite  Auflage  sich  von  der  ersten 
nur  durch  die  äussere  Form  und  nicht  durch  den  Inhalt  unter- 
scheide. Hervorheben  wollen  wir  nur  die  grosse  Deutlichkeit,  mit 
welcher  in  allen  Fällen  die  allgemeinen  Bedingungen,  auf  deren 
mathematischen  Ausdruck  es  ankommt,  hingestellt  worden  sind, 
was  wir  namentlich  io,  der  praktischen  Mechanik  angehurenden 
Werken  nicht  selten  vermisst  haben.  Die  eigentliche  mathematische 
Entwickelung,  welche  in  diesem  Werke  überall  streng  und  elegant 
ist,  schliesst  sich  dann  immer  von  seibat  an.  Möge  auch  diese 
neue  Auflage  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  im  weitesten  Kreise 
finden« 


Physik. 

Lehrbuch  der Experi mental- Physik  zum  Gebrauche 
in  Gymnasien  und  Realschulen,  so  wie  zum  Selbstan- 
unterrichte.  Leichtfassf leb  dargestellt  und  mit  vielei 
in's  praktische  Lehen  einschlagenden  Beispielen  er- 
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läutert  von  Dr.  August  Kunzek,  k.  k.  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  zu  Wien  n.  e.  w.  Mit  220  in 
den  Text  eingedruckten  Holzscbuitten.  Sechste,  gänz- 
lich umgearbeitete  Auflage.  Wien.  Brauinüller.  1858.8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Expertmental  -  Physik  für  Schulen  ist 
uns  leider  erst  jetzt  in  seiner  so  eben  erschienenen  sechsten 
Auflage  bekannt  geworden,  welches  altein  der  Grund  ist,  dass 
dasselbe  in  diesen  literarischen  Berichten  noch  keine  Anzeige 
gefunden  hat,  die  es  gar  sehr  verdient. 

Zunächst  müssen  wir  auf  den  Zusammenhang  hinweisen,  in 
welchem  wenigstens  in  gewisser  Weise  dieses  Lehrbuch  mit  zwei 
anderen  trefflichen  physikalischen  Werken  desselben  Herrn  Ver- 
fassers steht.  Dasselbe  bildet  nämlich  mit  dem  Lebrbuche 
der  Physik  mit  mathematischer  Begründung.  Wien. 
1853.  und  den  Studien  aus  der  höheren  Physik.  Wien. 
1856.,  welche  zwei  Werke  in  unseren  Literarischen  Berichten 
Nr.LXXXVI.  S.  11.  und  Nr.  CV.  S.  7.  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt worden  sind,  einen  für  die  verschiedeneu  Unterrtchts- 
stufen  methodisch  vom  Leichteren  zum  Schwereren,  vom  Bin* 
fächeren  zum  Zusammengesetzteren  fortschreitenden  Cursus  der 
cesammten  Physik,  welchem  wir,  was  namentlich  vollständige 
Gründlichkeit,  in  den  von  dem  Herrn  Verfasser  in  jedem  Falle 
sich  selbst  gesetzten  Schranken,  betrifft,  kaum  einen  ähnlichen 
an  die  Seite  zu  setzen  wüssten.  Xu  dem  Literarischen  Be- 
richte Nr.  LXXXVI.  haben  wir  schon  gezeigt,  wie  trefflich  dem 
Herrn  Verfasser  in  dem  ersten  der  beiden  genannten  Bücher  eine 
Darstellung  des  betreffenden  Lehrstoffes  bloss  mit  Hülfe  der  Ele- 
mentar-Mathematik  gelungen  ist,  und  wie  sehr  er  dabei  seine 
eigene  Kenntniss  dessen  documentirt  hat,  was  man  eigentlich 
mathematische  Strenge  zu  nennen  berechtigt  ist,  die  sich,  was 
namentlich  die  Elemente  betrifft,  nur  aus  dem  sorgfältigen  Stadium 
der  unübertreffbaren  Muster  schöpfen  und  gewinnen  lässt,  welche 
auf  geometrischem  Gebiete  die  griechischen  Geometer  uns  hinter- 
lassen haben.  Dass  bei  einer  solchen  elementar -mathematischen 
Darstellung  nicht  jede  Lehre  bis  zn  ihrer  äussersten  Gränze  ge- 
führt werden  kann,  versteht  sich  von  selbst.  Nehmen  wir  etwa 
die  Theorie  des  einfachen  Pendels  als  Beispiel,  so  wird  man  auf 
elementarem  Wege  nicht  die  unendliche  Reihe  vollständig  ge- 
winnen können  und  wollen,  durch  welche  bekanntlich  die  Zeit 
einer  Pendelschwingung  dargestellt  wird;  vielmehr  wird  man  sich 
mit  der  Entwicklung  einiger  wenigen  Anfangsglieder  dieser  Reihe 
begnügen  müssen,  was  auch  för's  Erste  völlig  hinreicht,  dem 
Schüler  vielfache  Belehrung  gewährt  und  seinen  Geist  kräftigt 
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und  bildet,  wenn  jede  solche  Entwickelung,  nie  überall  iu  den 
genannten  Werke,  nur  —  auch  in  ihrer  beschränkteren  Gestalt  —  mit 
völliger  mathematischer  Strenge  und  Schärfe  gegeben  wird.  — 
Die  Weiterfüll  rutig  der  physikalischen  Lehren  bis  zu  ihrer  äußer- 
sten Gränze,  also  die  völlig  genaue  Darstellung  der  Naturgesetze 
in  der  Sprache  der  Mathematik,  wobei  natürlich  die  durch  die 
bühere  Analysis  gebotenen  kräftigen  Hülfsinittel  in  weitester  Aas- 
dehnung iu  Anspruch  genommen  werden  müssen,  ist  die  Aufgabe 
des  zweiten  der  beiden  oben  genannten  Werke  des  Herrn  Ver- 
fassers, welches  wir  allen  denen,  die  mit  den  erforderlichen  ma- 
thematischen Kenntnissen  ausgerüstet  sind,  von  Neuem  nicht  genag 
empfehlen  kftnnen. 

Diesen  beiden  Werken  von  einer  höheren  Tendenz  schliesst 
sich  nun  das  vorliegende  Clementarbuch  in  würdiger  Weise  an, 
und  vollendet  gewissermaassen  in  methodischer  Rücksicht  den 
physikalischen  Cursus,  da  natürlich  im  Allgemeinen  der  Inhalt 
in  allen  drei  Werken  eben  so  unverändert  derselbe  ist,  wie  die 
ewige  Wahrheit  selbst  Dasselbe,  —  bestimmt  für  die  ersten 
Anfänger  und  eben  deshalb  auch  besonders  bestimmt,  das  In- 
teresse an  der  herrlichen  Wissenschaft,  welcher  diese  drei  Werke 
gewidmet  sind,  in  dem  jugendlichen  Geiste  zu  wecken  und 
zu  weiterem  Fortschreiten  denselben  aufzumuntern,  —  setzt  mit 
richtigem  pädagogischen  Takte  an  die  Stelle  der  strengen  ma- 
thematischen Begründung  zunächst  und  vorzugsweise  das  Ex- 
periment,  jedoch,  wie  gesagt  nur  vorzugsweise,  da  die  Anwendung 
der  Mathematik,  wo  es  irgend  zweckentsprechend  war,  keines- 
wegs ausgeschlossen  worden  ist,  aber  überall  nur  in  sehr  be 
schränktem  JVJaasse,  so  weit  man  etwa  höchstens  mit  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie,  einschliesslich  natürlich  der  Lehre  voo 
den  Proportionen  und  von  der  Aehnlichkeit,  reicht,  Berücksichti- 
gung gefunden  hat,  um  den  Anfänger  gleich  bei'm  Eintritt  in  die 
Wissenschaft  fühlen  zu  lassen,  dass  in  derselben  ohne  Mathema- 
tik nirgends  etwas  Rechtes  anzufangen  ist.  Zu  den  Experimen- 
ten wird  keineswegs  ein  complicirter  und  sehr  kostspieliger  Appa- 
rat in  Anspruch  genommen,  sondern  es  werden  vollständig  die 
Gränzen  eingehalten,  welche  in  dieser  Beziehung  in  den  meisten 
Ländern  den  Gymnasien  und  Realschulen,  vielleicht  mit  Ausnahme 
einiger  besonders  begünstigten  Lehranstalten,  gesteckt  sind.  Be- 
sonders rühmend  müssen  wir  noch  hervorheben:  die  Bestimmtheit 
und  Klarheit,  womit  überall  die  Naturgesetze  ausgesprochen  sind  ; 
ferner  die  namentlich  für  den  ersten  Elementar -Unterricht  so  un- 
gemein wichtige  strenge  Sonderung  des  bloss  Hypothetischen  von 
dem,  was  als  völlig  (est  begründet,  als  völlig  gewiss  und  ausge 
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macht  angesehen  werden  darf;  endlich  die  vielfachen  Beziehungen, 
welche  auf  das  praktische  Leben  genommen  worden  sind,  die 
jedenfalls  zur  Erhöhung  des  Interesses  an  der  reinen  Wissen» 
schaft  wesentlich  beizutragen  sehr  geignet  sind*  Bei'm  ersten 
physikalischen  Unterrichte  kommt  es  gar  nicht  darauf  an,  den 
Anfänger  mit  einer  Falle  von  Thatsachen  zu  überhäufen,  ihm, 
worin  selbst  manche  nur  für  den  ersten  Unterricht  bestimmte 
Lehrbücher  leider  ihre  Starke  suchen,  immer  das  Neueste  roitzu- 
theilen,  sondern  vielmehr  darauf,  ihn  in  einfacher  nüchterner 
Sprache  mit  den  wichtigsten  Naturerscheinungen,  theils  auf  dem 
Wege  des  Experiments,  theils  mittelst  ganz  einfacher  mathemati- 
scher Betrachtungen  bekannt  zu  machen,  dadurch  seinen  Blick  für 
das,  was  stundlich  um  ihn  herum  vorgeht,  zu  schärfen  und  zu  Oben, 
ihn  dadurch  für  die  Eindrucke  der  Schöpfung  empfänglich  zu 
machen  und  stets  auf  das  Höhere  im  Leben  hinzuweisen.  In 
alle  n  diesen  Beziehungen  scheint  uns  das  vorliegende  Elementar- 
hoch  gleichfalls  eine  richtige  Mitte  getroffen  zu  haben. 

Wir  haben  uns  bei  diesem  Schulbuche  und  seinem  Verhält- 
haltniss  zu  den  beiden  oben  genannten  grösseren  Werken  von 
einer  höheren  Tendenz,  länger  verweilt,  als  wir  dies  bei  Büchern 
dieser  Art  zu  thun  gewohnt  sind,  weil  die  in  den  drei  besproche- 
nen Werken  befolgte,  vom  Leichteren  zu  Schwereren  methodisch 
fortschreitende,  Behandlung  der  Physik  für  die  Zwecke  des  Un* 
terriebts  so  vollkommen  mit  unseren  eigenen,  auch  in  den  Lite- 
rarischen Berichten  schon  oft  genug  ausgesprochenen  Ansichten 
über  diesen  ftlr  die  allseitige  Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes 
so  ungemein  wichtigen,  durch  kein  anderes  wissenschaftliches 
tiebiet  zu  ersetzenden  Uoterrichtszweig  übereinstimmt,  dass  uns 
selbst  kaum  noeh  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Dem  Herrn  Verfasser  wünschen  wir  aber  aufrichtig  Glück  zu 
der  Vollendung  dieser  drei  Werke  und  empfehlen  dieselben  allen 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalteo,  sowohl  für  ihre  eigenen  wissenschaftlichen  Zwecke  als 
auch  im  Interesse  ihrer  Schüler  nochmals. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien  (S.  Litera r.  Ber.  Nr.  CXVII.  S.  5.) 

Jahrgang  1857.   Band  XXIV.   Heft  3.   In  diesem  Hefte 
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über  die  Expedit 
von  dem  Befehlehaber  derselben, 

Wollersdorf. 

Jahrgang  1857.  Band  XXV.  Heftl.  Brücke:  Ueber  Gra- 
vitation und  Erhaltung  der  Krad.  S.  19.  —  Spitzer:  Integration 
der  Differentialgleichung 

(«e  +  b**)y"  +  («i  +o»jf'  +  («b  +  *<hT)y  =  0 

(S.  mit  Weiterem  unten  Band  XXVI.)  S.31.  -  Knochenhauer: 
Beobachtungen  Ober  zwei  sich  gleichzeitig  entladende  Batterien. 
S.71.  —  Zantedeschi:  Delle  dottrine  del  terzo  »uono,  ossia 
della  conicidenza  delle  tibrazioni  sonore,  con  un  cenno  suila  Ana- 
logie, che  preaentano  le  vibrazioni  luminoae  dello  apettro  solare. 
Memorial.   S  145.  —  Zantedeschi:  Della  corriepoodenza,  che 
moatrano  fra  loro  i  corpi  sonori  nella  risonanza  di  piü  auoni  in 
uno.    Memoria  II.   S.  165.  —  Deila  unitä  di  misura  dei  auoni 
musicali,  dei  loro  liroiti,  della  durata  delle  vibrazioni  aui  nervo 
acustico  delf  uorao,  e  dell'  innalzamento  del 
avvenuto  nei  diaspason  di  acciajo,  in  vlrtu  di  un 
taneo  molecolare.    Memoria  III.   S.  172.  —  Fritsch:  Unterau, 
chungen  über  das  Gesetz  des  Einflusses  der  Lufttemperatur  auf 
die  Zeiten  bestimmter  Entwickelungsphasen  der  Pflanzen,  mit  Be* 
rücksichtigung  der  Insolation  und  Feuchtigkeit  S.  24fc  —  v.  Litt- 
row:  Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  Amphi  leite  und  Mel- 
pomene  im  November  1857.    (Herr  v.  Littrow  bat  bei  seinen  ver- 
dienstlichen Untersuchungen  über  die  Zusammenkünfte  der  Planeten 
in  ihren  Bahnnähen  gefunden,  dass  die  beiden  genannten  Planeten 
am  17.  November  1857  etwa  2,3  Millionen  geographische  Meilen 
von  einander  entfernt  waren).    S.  251.  —  Stur:  Ueber  den  Eiu- 
fluss  des  Bodens  auf  die  Verthcilung  der  Pflanzen.    8.  423. 

Jahrgang  18S7.  BandXXV.  Heft2.   Kreil:  Ueber  zwei 
Reihen  meteorologischer  Beobachtungen  in  den 
sions-Stationen  Cbartum  und  Gondokoro.  (Ein 
satz  über  die  Beobachtungen  an  zwei  so 
denen  die  erstere  am  Zusammenflusse  des 
Nils,  die  letztere  am  weissen  Nil  liegt.  Die 
von  dem  verstorbenen  Missionär  Dovyak  ausgeführt,  und  Herr 
Kreil  sagt  mit  Recht,  daas  diese  Beobachtungen  hauptsächlich 
deshalb  von  besonderem  Interesse  sind,  weil  sich  in  ihnen  der 
Einfluß  der  Wflsto  deutlicher  ausspricht,  aln  man  aus  den  bisher 
bekannten  Beobachtungen  der  afrikanischen  Stationen,  die  sam röt- 
lich am  Meere  liegen,  entnehmen  konnte.)   S.  470.  —  G railich 
und  Hand I:  Note 
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rung  der  Dichten  und  der  Brechung- Exponenten  in  Gemengen 
von  Flüssigkeiten.  S.515.  —  Benedikt:  lieber  die  Abhängigkeit 
des  elektrischen  Luftwiderstandes  von  der  Grösse  und  Dauer  des 
Stromes.   S.  590. 

Jahrgang  1857.  Band  XXVI.  Petzval:  Bericht  aber 
dioptrische  Untersuchungen.  Fortsetzung.  (Wir  haben  schon 
früher  auf  das  grosse  Interesse»  welches  diese  Berichte  Aber  die 
dioptrischen  Untersuchungen  des  Herrn  Professor  Petzval  ge- 
währen, hingewiesen,  und  machen  von  Neuem  auf  dieselben  auf- 
merksam. Es  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  der  Herr  Verfasser  das 
grosse  Werk  über  diese  langjährigen  Untersuchungen,  mit  dessen 
Ausarbeitung  er  beschäftigt  ist,  bald  der  Oeffentlichkeit  fibergebe. 
Er.  wird  sich  alle  Mathematiker  und  Physiker  zu  besonderem 
Danke  verpflichten.)  S.  33.  —  Otltzen:  Argelaoder*s  Zonen- 
Beobachtungen  vom  15«  bis  31.  Grade  südlicher  Declination  in 
mittleren  Positionen  für  1850.  0.  (Erste  Abtheilung  von  0*  bis  4*.) 
8.151.  — •  Pohl:  Ueber  4en  Gebrauch  des  Thermo -Hypsometers 
zu  chemischen  und  physikalischen  Untersuchungen.  S.  229.  — 
Ditscbeiner:  Ueber  die  graphische  Kreismethode.  (Für  alle» 
die  sich  für  Kryställogrophie  interessiren ,  sehr  lesenswert!]). 
8.279.  —  BOhm:  Ueber  Pendel  mit  Quecksilber- Compensation. 
(Für  die  genauere  Berechnung  solcher  Pendel  wichtig.)  S.  345.  —  . 
Spitzer:  Integration  verschiedener  linearer  Differentialgleichungen. 
S.-44&  —  Spitzere  Bemerkungen  über  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen, mit  Coefficienteo>  die  bezüglich  der  unabhängi- 
gen Variablem  von  der  ersten  Potenz  sind.  S.479.  (In  dienen, 
beiden  ausführlichen  Abhandlungen  behandelt  der(  Herr  Verfasser, 
im  Anschluss  an  seine  oben  angezeigte  Abhandlung  in  Band  XXV. 
S.  31.  mehrere  specielle  Differentialgleichungen,  die  als  vortreffliche 
Beispiele  dienen  können,  und  sehr  verdienen,  dass  die  Aufmerksam- 
keit auf  diese  und  andere  ähnliohe  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers, 
der  ja>  allen  Leser»  des  Archive  bekannt  genug  ist*  hingelenkt 
werde.) 

Ja<bvg*n?  1857.  Band  XXVII.  Heft  1.  Grailich  und 
v.  Lang:  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Verhältnisse 
kry*talli*irter  Korper.  S.  3.  —  Czermak:  Ueber  das  Accomo- 
dationsphos|)hen.  &  78.  —  Oejtzen:  Argelander's  Zonen- Beob- 
achtungen. Fortsetzung.  Zweite  Abtheilung  von  5*  bis  7*.  S.  81. 
—  y.  Lang,  Handl  und  Murmann:  Krystallograp bische  Un- 
tersuchungen. S.  17J.  —  Langer:  Ueber  incongruente  Charnier- 
Gelenke.  S.  182;  —  v.  Baumgartner:  Von  den  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Kräfte  in  der  unorganischen  Natur  und  ihrer 
Bedeutung  in  der  unorganischen  Naturlehre.    (Sehr  leeenswerthc, 
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tief  in  das  eigentliche  Wesen  der  Kräfte  eingehende  and  einfüh- 
rende Untersuchungen.)    S.  203. 

(Leider  ist  uns  die  Fortsetzung  dieses  Bandes  Doch  nicht 
zugegangen  und  wird  daher  später  angezeigt  werden). 


Von  Band  XXVIII.  an  haben  diese  so  vieles  Treffliche  ent- 
haltenden Sitzungsberichte  eine  andere  sehr  zweckmässige  Einrich- 
tung erhalten,  so  dass  jeder  Band  aus  6  Heften  besteht,  von 
deneu  jedes  auf  eine  besondere  Sitzung  der  Akademie  ßezug  hat. 
Diese  neue  Einrichtung  ist  auch  deshalb  sehr  zweckmässig,  weil 
diese  kleineren  Hefte  leichter  und  mit  weit  geringeren  Kosten  als 
die  früheren  grösseren  Abtheilungen  bezogen  werden  können,  da 
jedes  einzelne  Heft  our  1  Gullen  C.  M.  kostet,  so  dass  also  ein 
Jeder  sich  leicht  in  den  Besitz  einer  einzelnen  ihn  besonders  in- 
teressirenden  Abhandlung  setzen  kann.  Uebrigens  kommen  von 
den  grösseren  in  den  Sitzungsberichten  und  den  Denkschriften 
enthaltenen  Abhandlungen  auch  Separatabdrucke  in  den  Buch- 
handel. Dieser  neueren  Einrichtung  der  Sitzungsberichte  werden 
sich  von  jetzt  an  auch  unsere  Anzeigen  derselben  anscbliessen. 


Band  XXVIII.  1858. 

Nr.  1.  Kudelka:  Ueber  Brücke's  Lautsystem.  S.  3.  — 
Brücke:  Nachschrift  zu  Professor  J.  Kudelka  s  Abhandlung, 
betitelt:  „Ueber  Herrn  Dr.  Brücke's  Lautsystem'4  nebst  einigen 
Beobachtungen  über  die  Sprache  bei  Mangel  des  Gaumensegels. 
S.  63.  (Wenngleich  diese  Abhandlungen  weniger  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehören,  so  weisen  wir  doch  namentlich  Lehrer  an 
Schulen  auf  dieselbe  hin,  für  die  sie  vielfach  lehrreich  and  in- 
teressant sein  werden.)  —  Ditscheiner:  Ueber  die  graphische 
Parabel  Methode  (Krystailographisch,  s.  oben  über  die  Kreis- 
Methode.)  S.93. 

Nr.  2.  Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Hyperbel  -  Me- 
thode (S.  vorher.)   S.  134. 

Nr.  3.  Reslbuber:  Ueber  das  Wetterleuchten.  S.  177. 
(Dieser  ausgezeichnete  Aufsatz  ist  im  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Heft  3. 
vollständig  mitgetheilt  worden.)  S.  192.  —  Ditscheiner:  Ueber 
die  Zonenfläcbeo.   S.  201. 

Nr.  4.  Petzval:  Ueber  Herrn  Spitzers  Abhandlung:  Die 
Integration  mehrerer  Differential- Gleichungen  betreffend,  und  die 
darin  erbobeneo  Priorität*  -  Ansprüche.  S.  253.  -  Boue:  Ueber 
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die  Erdbeben  im  December  1857,  dann  im  Jänner  und  Februar 

1858,  «.331.    -  ... 

"Nr.  5.  Zante^e>ebi:  Deila  longhezza  delle  onde  atrea, 
aVIla  loro  velocita  nellecanne  a  bocca,  e  dell'  tnflueiiza  che  eser- 
citano  i  varii  elementi  sulla  loro  tonalita.  Memoria  VII.  8.  327.  — 
Derselbe:  Studio  critico-speri  mentale  del  metodo  comunemente 
segnito  eWi  fisici  neIJa  determinazione  dei  nodi  e  ventri  delle  Co- 
lon neaeree  vibranti  entro  canne  a  bocca.   Memoria  VIII.  *  S.  341. 

'Nr.  6.   dermale:  Ueber  reine  nnd  nasalirte  Vocace. 
*  Band  XXIX.  1858. 

•  * 

Nr.  7.  Petzval:  Bericht  (Iber  eine  Abhandlang  des  Dr.  Anton 
Mailer,  Professor  der  Mathematik  in  Zürich.  (Die  Abhandlung 
führt  den  Titel:  Grundgesetze  der  Configuration  der  a I - 
gebrat  sehen  €ur?en  und  ist  in  zwei  Abteilungen  getheilt: 
L  Die  fundamentalen  Eigenschaften  der  algebraischen  Gebilde  über- 
haupt II.  Die  Grundgesetze  der  Configuration  der  algebraischen 
Curven.)  S.  46.  —  Spitzer:  Nene  Integrations-Metliode  für  Diffe- 
renzen-Gleichungen, deren  Coefficienten  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  (Diese  verdienst- 
liche Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Auflosung  der  Gleichung 

Xmfl x  +  n)  +  +  n  -  1 )  + . . . .  +    fl*  +  1)  +  X0 f{x)  =  0 . 

in  welcher         JT»-.i, ....  Xlr        ganze f  rationale  algebraische 
Functionen  von  *  sind.)  S.  53. 

.Nr.  &  Petzval:  Ueber  die  Schwingungen  gespannter  Saiten. 
(In  diesem  interessanten  Bericht  über  eine  grössere,  fär  die  Denk- 
schriften bestimmte  Abhandlung,  zeigt  der  verdieute  Herr  Verfasser 
an,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  das  berühmte  Problem  von  den 
Schwingungen  gespannter  Saiten  in  sehr  einfacher  Weise  mittelst 
Zuhalfenahme  von  Formeln,  welche  Discontinuitäten  darzustellen 
geeignet  sind,  au  losen.  Auf  die,  wie  gesagt,  fär  die  Denkschriften  - 
angekündigte  eigentliche  Abhandlung  sind  wir  sehr  begierig.) 
S*MH).  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen-Beobachtungen.  (Vierte 
Alrtbetlung  von  12*  bis  15* )  S.  177. 

Nr.  0.  v.  Baumgartner:  Ein  Fall  ungleichseitiger  Wie- 
derkehr des  Sehvermögens  für  verschiedene  Farben.  (Eine  in- 
teressante kurze  Mittheilung.)  S.  257.  —  v.  Tschudi:  Beobachtun- 
gen über  Irrlichter.  S.  269.  -  Grailich  und  Weiss:  üeber  das 
Singen  der  Flammen.  S.  271.  —  Friesacb:  Geographische  nnd 
magnetische  Beobachtungen  in  Nord  •  und  Sfld  •  Amerika,  angestellt 
in  den  Jahren  1856  und  1857.  S.285. 
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Nr.  U*).  Böhm:  Untersuchungen  über  das*  atmosphärische 
Ozon.  8.409.  —  Schabus:  Krystallographische  Untersuchungen. 
St 441.  ~  L  öw^r  Ueber  . die  Bahn  der  Eugenia. *  &450.,  —  •  O el • 
tzen:  Argelander's  Zoneu- Beobachtungen.  (Fortsetzung.  Fünfte 
Abteilung  von  16*  Wa  18*0  3.459. 

Nr.  12.  Hai  dinge  r:  Aus  einem  Schreiben  dös  Herrn  Ma  dt  y 
in  Washington  an  Herrn  Dr.  Scherz  er.  S.  529.  —  Prestef: 
Die  geographische  Verbreitung  der  Gewitter  in  Mittel -Europa  im 
Jahre  1856,  so  wie  über  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen 
dem  Auftreten  der  Gewitter,  der  Temperatur,  der  Windrichtung 
und  dem  Barometerstände.  8.533.  —  dermale:  Untersuchun- 
gen mit  Garcias  Kehlkopfspiegel.   S.  557.  etc.  f 

1    Band  XXX/WSS.   '       "Vl  \ 

Nr.  15.  Haidinger:  Drei  Briefe  von  der  k»  k.  Fregatte  i*So* 
vara"  von  Singapore  erhalten.  S.  175.  —  H  Irsch :  üeber  die 
Sonnenftnstemiss  am  18.  Juli  1860.  S.  200.  —  Bauer1:  Beitrag  zur 
näheren  Kenntnis»  der  Ursache  des  Erhärtens  der  Mörtel  beim 
Altern.  S.226. 

t.  *  r 

*  *  i 

■  *  ,  i 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applrcata  pobblieatl 
da  Barnaba  Tortolioi  e  compilati . da  E.  ßetti  a  Pisa. 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tortolioi 
a  Roma.   4°.   (S.  Literar.  B«r.  Nr.  CXXiH.  S  8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e  Ottobre.  1858.)  Proprieta  dei  centri  coo- 
jugati  principali  e  dei  pianl  principali  conjnga«',  dedotte  dalfa 
considerazione  degli  assi  dei  pennelli  luminost,  ed  apf>)rcaztone  ai 
essi  al  calcolo  degli  stromenti  ottici  composti  di  pitr  lenti  delle 
cui  grossezze  si  debba  tener  conto.  Nota  dei  Prof.  O.  F.  Mos- 
sotti.  p. 265.  —  Sülle  linee  dei  terz'  ordine  a  doppia  corvatura. 
Nota  dei  Prof.  Lu ig!  Cremona  (Continuazione  e  6ne).  p.278.  — - 
La  teorica  dei  covarianti,  e  degli  invarianti  delfe  forme  binarie  e 
le  sue  principali  applieazioni.  Monografia  dei  Prof.  Kraticesee 
Brioschi.  p.  206.  —  Sulla  risotuzione  algebrica  detl'  equazioni 
dei  terzo  e  quarto  grado.  Stutfü  dei  Prof.  Barnaba  Tortollni. 
p.  310.  i 

Rivlst*  blblloajrafica.    Sopra  le  funzioni  simmetriene  dtW* 


»)  Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal,  data,  wenn  4f*  Reth*  «er 
Kümmern  irgendwo  unterbrochen  i«t,  die  fehlenden  Kommern  keine  in 
den  Krei«  de*  Archiv«  gehörende  Aufaätae  enthalten. 
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radici  di  ona  eqoazione.  Articolo  «  ^  Bp  rico4ß«ttl  p.  323. 
—  Sulla  riaoltirioR«  detle  equaaiool  dal  quioto  grada:  (appendice 
^•  aHieala»V/P*av(iJfll»€>  prtfcolft  rdsiiProf.  fi.  firi oacki. 

p,fö&*^iPubblieaz4»m<tfecents.  p.22&*  rnn-v^j.,-   .f  ./  -      •<*  ,j 

' '       ■  1  -i  .'  ♦  U     /    .\*  :  •'  i  l  ;»  <M»  •     :  t    :  i) 

Bulletin»  de  rAcaddrqie  Royale  des  »cience»,  des 
lettre»  et  de»  beaux-art»  de  Belgiqne.  (Vergl:  LlteraK 
Ber.  Nr.C.  $.7.)    _  ,  ..  !t  . 

•Wir  sind  erst  jetxt  toi  Stande»  die  Fortsetzung  dieser  wkhh 
eigen  Schriften  einer  der  ersten  urtd  tbatigsten  Akademien  de? 
Wissenschaften  anzuzeigen,  weil  uns  die  betreffenden  Theile  nach 
längerer  Unterbrechung  erst  vör  Kurze*  angegangen  sittd\ 

Tome  3Öfctt.  TPartie.  '1855.  Sur  Im  memoire  de  M.ttfah- 
moud,  relatif  au  calendrier  jüdaique  actuef.  Kapport  de  M.  L  Ha- 
gre. p.3.  Rapport  de  M.  Quetelet  p. 8.  —  Sur  la  probabilite' 
de  l'exiatence  d'Jfle. cause  d  Wenri.reguliere  4ane  une  se>ie  d'ob- 
servatione.  Memoire  de  M.  Liagre.  Rapport  de  M.  Lamarle. 
p.  9.  —  MagneTiame  terreetre.  M.  Quetelet  communique  quel- 
que  determioations  non volle»  du  raagneTisme  terrestre,  que  M. 
Mahmoud  a  prise»  recemment  a  Bruxelle».  p.  14.  —  Sur  la  pro- 
babilite' d*une  cause  d'erreur  reguliere  dans  une  »e>ie  d'observa- 
tions;  par  M.  Liagre.  p.  15.  —  Sur  l'aärolithe  tombt*  ä  St.-Deois- 
Westrem.  Notice  deM.  Duprez.  p.  54.  —  Sur  l'aberration  diurne 
en  azimut  et  en  hauteur;  par  M.  Liagre.  p.  87.  —  La  cause  de 
la  scintillation  ne  deriverait- eile  point  de  phönomenes  de  refrac- 
tion  et  de  dispersion  par  TatmoMphere?  Memoire  de  M.  Mon* 
tigny.  Rapport  de  M.  Plateau,  p. 347.  —  Etoiles  filantes  pe- 
riodiques  du  mois  d'aodt.  p.  357.  —  Integration  d*un  Systeme  de 
cinq  equations  aux  derivdes  partielles,  qui  se  presente  dan»  la 
transforroation  de  ptusieur»  problemes  de  georaetrie  et  de  physi- 
que  mathlmatique ;  par  M.  Ign.  Carbon  eile.  p.  652. 

Tome  XXIII.  1"  Partie.  1856.  Recherchea  experi  mentales 
sur  les  figures  d'öquiübre  d*une  masse  liquide  eana  pesanteur: 
3^  sörie;  par  M.  Plateau.  Rapport  de  M  Maus.  p. 4.  —  Sur 
une  nouvelle  me*thode  de  conduire  et  de  calculer  le»  triangulations 
g^odesiques.  Memoire  de  M.  P.  E.  Biver.  Rapport  de  M. 
Liagre.  p.  88.  —  Note  aur  le  theoreme  inverse  de  Berooulli; 
par  M.  Meyer.  Rapport  de  M.  Braaaeur.  p. 97.  —  Memoire 
sur  une  nouvelle  mrftbode  de  conduire  et  de  calculer  le»  triangu- 
lations  geodesiquee;  par  M.  P.  E.  Biver.  p.99.  —  Note  sur  le 
theoreme  inverae  de  Bernoulli;  par  A.  Meyer,  p.  148.  —  Hor- 
loge  rflectrique  de  M. Goetmaker».  Rapport  de  M.  A.  De  Vaux. 
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p.  '255.  —  Note  snr  ta  phospherescerioe  de  la  neige ,  observee  le 
5  dtfcembre  1855;  per  M.  M.  (ihaye.  p. 256.  Sur  la  scintilla- 
tion  des  ätoiles.  (Lettre  a  M.  Ai  Quetelf  t^parM.  Ch.  Dufour.) 
p.  347.  —  Note  contenant  une  demonstratio!!  noavelle  du  theoreine 
de  Berooulli;  par  M.  A.  Meyer.  Rapport  de  M.  Brasseur. 
p.  349..—  IncJinaiaon.  et  d&lioaison  de  Taiguille  aimautee;  par  M. 
Eroest  Que telet.  p.  350.  —  Äote  sur  lea  timitea  que,  dans 
Petat  actuelle  de  nog  connaissances,  oii  peut  assigner  ä  la  rota- 
tiun  d*  Uranus;  par  M.  Houseau.  p.  351.  —  Sur  la  scintillation 
des  titollen!  Lettre  ä  IM.  Qudtelet  -par  M.  Dufoar.  p.  366.  — 
Rapport  aar  Wn  trarail  de  M.  Montigny  intitold:  Addition*  ait 
memoire  sur  la  ecintillatioo;  par  M.  Plateau,  p.  731.  —  Sur  um 
memoire  de  M.  Meyer«  Rapport  de  M.J.B.  Braaseur.  p.  734. 
— »  $«r  les  th<k»ries  recentee  de  la  Constitution  des  veines  liquides 
laneees  par  les  orifices  circulaire»,  par  J.  Plateau,  p.  737, 

(Die  Fortsetzung  Tollet  im  nächsten  Helle.) 
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